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数学 是 科学 中 最 精准 的 语言 
引力 定律 :F==G 芭 加 ，, 质 能 方程:E=me?, 欧 拉 等 式 :e”" 十 1 二 0 


数学 是 科学 中 最 普遍 的 工具 . 

“在 我 的 一 生 中 ,还 没有 如 此 勤奋 地 工作 过 ,我 已 沉 洒 于 数学 的 伟大 ， 
直到 今天 ,我 一 直 在 领略 数学 微妙 部 分 的 纯正 的 高 贵 . "年 轻 的 物理 学 家 借 
用 同样 年 轻 的 非 欧 几何 建立 了 广义 相对 论 之 后 , 写 下 了 他 内 心 深 处 对 数学 
的 感受 . 

数学 有 许多 的 分 支 ,几何 代数、 拓扑 、 微 分 方程 等 ,但 唯 有 数论 ,未 解 
决 的 问题 比 已 经 解决 的 问题 多 得 多 . 数论 研究 的 对 象 是 数 , 主 要 是 自然 数 . 
自然 数 , 是 远古 的 人 们 对 自然 世界 数量 的 感知 ,是 数学 巨人 自身 的 胚胎 ,也 
是 每 个 现代 人 童年 科学 知识 的 启蒙 . 克 罗 内 克 的 “上 帝 创 造 自然 数 "可 以 作 
为 一 种 诠释 . 由 自然 数 到 小 数 ,由 有 理 数 到 无 理 数 ,由 正 数 到 负数 ,由 实数 
到 虚数 ,人 类 对 数 的 认识 由 感性 认识 上 升 到 理性 认识 . 不 定 方程 是 数论 的 
一 个 重要 部 分 . 高 斯 在 1816 年 给 他 的 朋友 的 信 中 写 道 :“ 我 的 确 承 认 , 费 马 
大 定理 作为 一 个 孤立 的 命题 对 我 没有 多 少 兴趣 ,因为 可 以 容易 地 提出 许多 
那样 的 命题 ,人 们 既 不 能 证 明 它 也 不 能 否定 它 . ”经 过 漫长 的 三 百年 ,通过 
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许多 数学 家 的 努力 , 怀 尔 斯 最 终 完成 了 对 费 马 大 定理 的 证 明 , 那 是 人 类 理 
性 的 光辉 . 

费 马 大 定理 是 关于 三 个 未 知 数 的 不 定 方程 ,人 们 自然 地 要 问 四 个 未 知 
数 和 四 个 以 上 未 知 数 的 不 定 方程 . 欧 拉 留 下 了 关于 任意 个 未 知 数 的 猜想 : 

z+ aa =zh,m€ N,n€ N,m>3, 5 n<m 时 ,不 定 方程 有 
正 整数 解 , 当 n>m 时 ,不 定 方程 没有 正 整数 解 . 

这 本 书 是 关于 不 定 方程 的 . 

菜 布 尼 兹 认为 :“" 了 解 重大 发 现 , 特 别 是 那些 决 非 偶然 的 ,经 过 深思 热 
处 而 得 到 的 重大 发 现 的 真正 起 源 ,是 极为 有 益 的 . "建立 微 积 分 , 菜 布 尼 效 
这 样 写 道 :“ 我 终于 发 现 了 代数 学 对 超越 量 的 推广 ,也 就 是 我 的 无 限 小 算 
法 , 它 包 括 了 微分 以 及 求 和 , 它 一 旦 被 发 现 , 所 有 这 类 我 绞 尽 脑汁 的 问题 ， 
似乎 都 变 成 了 儿童 的 游戏 . ”古代 的 中 国 , 求 出 球 的 体积 ,付出 了 几 代 数学 
家 的 努力 ,现代 用 微 积 分 , 几 分 钟 就 可 求 出 球 的 体积 . 下 面 再 引用 伯 努 利 的 
一 段 话 :“ 由 此 可 见 , 布 里 亚 杜 编 自 的 大 部 头 著作 《无 穷 算 术 》 是 多 么 的 劳 而 
无 功 . 他 在 该 书 中 花 了 九 牛 二 虎 之 力 才 算出 的 前 六 次 固 之 和 ,只 不 过 是 我 
用 一 页 纸 就 能 完成 的 工作 的 一 部 分 而 已 . ”不 同 的 数学 工具 ,处 理 同样 的 问 
题 , 有 着 截然 不 同 的 效率 ,这 也 是 可 以 理解 的 . 举 一 个 另类 的 例子 . 哥伦布 
发 现 新 大 陆 , 当 时 要 把 这 个 消息 送 至 欧洲 ,需要 几 个 月 ,而 现在 几 分 钟 够 
了 ,， 船 送信 息 和 电磁 波 发 射 信息 ,不 同 的 工具 , 那 效 率 不 可 同日 而 语 . 技术 
的 进步 和 知识 的 创新 ,使 我 们 有 更 多 的 选择 ,这 也 是 人 类 文明 进步 的 一 个 
最 重要 的 推动 力 . 

我 们 知道 ,老虎 ,狮子 和 大 象 是 不 同 的 ,各 有 其 特性 ,但 在 生物 学 家 的 
眼 里 ,它们 与 树 和 花草 是 有 共性 的 ,它们 都 是 生物 ,在 动物 学 家 看 来 ,它们 
同 马 和 和 牛 更 是 有 共性 的 ,它们 都 是 动物 ,而 且 都 是 哺乳 动物 . 海水 、 沙 子 、 游 


序 言 

和 鱼 , 物 理学 家 认为 ,它们 和 自然 界 的 一 切 物质 一 样 , 都 是 由 基本 的 微观 粒子 
组 成 ,这 就 是 它们 的 共性 ,也 是 一 切 物质 世界 的 共性 . 一 个 三 角形 ,一 个 四 
边 形 , 一 个 圆 ,一 个 三 棱柱 ,一 个 正方 体 ,一 个 球体 ,对 数学 家 而 言 , 它 们 是 
有 共性 的 ,都 可 以 “ 微 ”, 都 可 以 “ 积 ”. 牛顿 和 某 布 尼 兹 建立 微 积 分 ,就 是 因 
为 他 们 抓 住 了 事物 的 共性 ,抽象 出 了 一 般 的 理论 . 微 积分 可 以 求 面积 ,不 管 
是 什么 曲线 封闭 而 成 的 面积 ; 微 积分 可 以 求 体积 ,不 管 是 什么 曲面 封闭 而 
成 的 体积 . 人 们 的 直觉 可 以 得 到 正方 体 和 长 方 体 的 体积 公式 ,但 人 们 的 直 
觉 不 可 能 得 到 球 的 体积 公式 . 

在 微观 世界 里 ,许多 的 粒子 都 有 它 的 反 粒 子 , 电 子 的 反 粒 子 就 是 正 电 
子 , 它 是 狄 拉 克 预 言 的 ,安德森 发 现 的 ,这 是 物理 学 家 最 早 发 现 的 正 反 粒 子 
对 . 在 数学 里 ,有 正 数 和 负数 . 粒子 和 反 粒 子 , 正 数 和 负数 ,它们 是 对 立 的 ， 
也 是 统一 的 . 自然 世界 有 确定 性 的 一 面 ,也 有 不 确定 性 的 一 面 ,它们 是 对 立 
的 ,也 是 统一 的 . 在 数学 世界 里 ,是 不 是 只 有 确定 性 的 一 面 呢 ? M. ARA 
的 名 著 《 数 学 ,确定 性 的 丧失 ) 值 得 一 读 . 

前 面 提 到 的 欧 拉 的 猜想 ,体现 了 “统一 ”这 一 深刻 思想 . 只 要 指数 小 于 
未 知 数 的 个 数 ,方程 就 有 解 , 至 于 指数 是 2, 是 3, 还 是 任意 其 他 自然 数 , 都 是 
一 样 的 . 自然 世界 有 四 种 基本 的 力 :电磁 力 、 弱 相互 作用 、 强 相互 作用 和 万 
有 引力 . 除 引力 外 ,物理 学 家 已 经 尝试 把 三 种 基本 力 统一 起 来 ,这 是 物理 学 
家 追求 "统一 "思想 的 生动 的 体现 . 古 希腊 的 哲学 家 认为 ,物质 都 是 由 原子 
构成 的 ,是 一 种 朴素 的 “统一 ”思想 . 不 定 方程 ,是 不 是 可 以 “统一 ”起 来 加 以 
研究 呢 ? 

抓 住 不 定 方程 的 共性 ,抽象 出 一 般 的 理论 ,然后 用 理论 来 处 理 一 般 性 
的 问题 . 现 有 的 理论 关于 不 定 方程 所 获得 的 定性 的 结果 以 及 定量 的 结果 ， 
新 的 数学 理论 可 以 获得 同样 的 结果 ,不 定 方程 中 大 部 分 的 不 定 方程 , 现 有 
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的 数学 理论 不 能 处 理 , 但 新 的 数学 理论 可 以 处 理 它们 ,不 但 可 以 求 整数 解 ， 
还 可 以 求 不 定 方程 的 有 理 数 解 . 这 是 作者 写 这 本 书 的 主要 原因 . 

数学 的 真理 同 科学 的 其 他 真理 一 样 ,是 客观 存在 的 ,人 们 可 以 发 现 它 ， 
理解 它 , 检 验 它 , 运 用 它 . 数学 的 真理 并 不 是 人 们 创造 出 来 的 . 哈密 顿 说 过 
“数学 是 人 类 思想 的 自由 创造 . ”我 虽然 不 完全 同意 这 一 观点 ,但 还 是 用 它 
作为 我 写 下 这 本 书 的 另 一 个 理由 . 思考 是 人 类 的 共性 ,也 是 人 类 区 别 于 万 
物 的 特性 .“ 一 条 鱼 能 对 它 终身 畅游 其 中 的 水 知道 些 什么 ?” 

写 到 这 里 ,窗外 夕阳 西 下 , 借 大 的 湖面 ,波光 表 表 ,苍茫 的 远 山 ,沐浴 着 


天 际 的 晚霞 ,浮想 起 古代 思想 家 庄子 的 一 句 名 言 “ 判 天 地 之 美 , 析 万 物 
жм." 


作者 
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第 一 章 一 元 n 次 方程 


第 一 章 一 元 次 方程 


一 元 一 次 方程 ,非常 容易 得 到 求 根 公式 ,一 元 二 次 方程 的 求 根 公式 也 
不 难 ,一 元 三 次 方程 和 一 元 四 次 方程 的 求 根 公式 ,就 非常 难 了 ,但 还 是 被 16 
世纪 的 数学 家 找到 . 五 次 或 五 次 以 上 的 的 代数 方程 的 求 根 公式 ,在 16 世纪 
后 的 两 百 多 年 里 ,数学 家 付出 了 巨大 的 努力 ,但 都 无 一 例外 的 失败 了 . 拉 格 
朗 日 (Lagrange) 在 1770 年 发 表 了 200 多 页 的 论文 (关于 代数 方程 解法 的 思 
考 》, 他 正确 地 指出 根 的 置换 (或 排列 ) 的 理论 是 解 代数 方程 的 关键 所 在 ,或 
借用 他 自己 的 话 来 说 是 “整个 问题 的 真正 哲学 ” 19 世纪 伽 罗 瓦 (Galois) 的 
新 理论 ,找到 了 “整个 问题 的 真正 哲学 ”. 


一 、 一 元 :次 方程 


1. 一 元 一 次 方程 cx 十 5 一 0(a 天 0) 


2. -RIRH ах +Ьх+с=0(а50) 


ЗКУ Ah Т ВИ СРУ tae, 
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3. 一 元 三 次 方程 ax' bx: +-cx+-d=0(a>0) 


Жазз? Бех 4—0 8 а а. 0, 62 
==, Zz 十 rz 十 st 十 t 二 0。 设 z=y 一 邱 ,(y 一 村 十 ry 一 千 )? 十 


y 


А 
*э— t=0, 2 у 5 y+(t = 一 0. 令 s— 
(3? 一 坷 ) 十 (一 0, 将 此 式 转化 为 次 十 ( 5) ++ ®—#у—=о,4 s 


kz ДЕ 1 


ра 7—80 RIAN у руна. Ф y= En 


+q=0, ERA о =о. г = — 4 +,/Ф+Ё. 注意 到 

J- JEE x -4 SEE = P. грн ж mkn 

(Cardano) AR. 不 过 , 卡 丹 公式 是 由 塔 塔 里 亚 (Tartaglia) 最 早 发 现 的 . 
жжаҗ,=/-4+/©+Ё+,/-4-/© +2. 


£ + Ë о, НАЗЕКОВА ЯСАГАН 


形 , 韦 达 对 方程 给 出 了 新 的 求 根 公式 . 
Zi 一 2 Ё cosa, z, =2 —$ cos(a+120°), z, =? — $ cos(a+ 


240°), Ж а 由 下 式 确定 ,cos3a 一 S. 1-5 ‚а 在 0" 到 60° [н]. 


一 元 三 次 方程 有 三 个 根 ,有 可 能 都 是 实数 根 , 也 有 可 能 是 一 个 实数 根 
和 两 个 互 为 共 思 的 复数 根 . 不 过 ,16 世纪 的 数学 家 还 没有 虚数 的 概念 . 


4. 一 元 四 次 方程 ax tbe +сх +-dx+-e=0(az:0) 


一 元 四 次 方程 由 费 拉 里 (Ferrari) 解决 . 方法 是 将 一 元 四 次 方程 化 为 两 


第 一 章 一 元 n 次 方程 


个 一 元 二 次 方程 与 一 个 一 元 三 次 方程 求解 . 
5. 一 元 五 次 以 上 方程 


拉 格 朗 日 发 现 不 能 用 求 一 元 二 次 方程 一 元 三 次 方程 .一 元 四 次 方程 
的 方法 来 求解 一 元 五 次 和 一 元 五 次 以 上 的 代数 方程 . 

鲁 菲 尼 (Ruffini)- 阿 贝尔 (Abel) 定 理 : 一 般 地 ,五 次 和 五 次 以 上 的 代数 
方程 是 不 可 能 由 代数 根 式 求解 . 

件 罗 瓦 (Galois) 建 立 了 一 般 的 理论 :五 次 和 五 次 以 上 方程 代数 可 解 的 
判别 准则 . 伽 罗 瓦 为 群 论 葛 定 了 基础 . 群 论 在 物理 学 中 被 用 来 研究 对 称 性 . 


二 ,一 元 n 次 方程 与 无 理 数 和 超越 数 


V2 是 无 理 数 ,也 是 一 元 二 次 方程 z* 二 2 的 一 个 根 . 

希 伯 索 斯 (Hippasus) 发 现 了 V2 是 无 理 数 , 毕 达 哥 拉 斯 (Phthagoras) 学 
派 却 信奉 万 物 皆 有 理 数 . 无 理 数 的 出 现 被 视 为 数学 史上 的 第 一 次 危机 . 事 
实 上 ,这 并 非 数 学 的 危机 ,而 是 数学 的 机 遇 , 找 到 了 有 理 数 的 对 立 面 “无 理 
Ж”. 所 谓 的 危机 ,只 是 信仰 遇 到 了 危机 . 

是 不 是 所 有 的 无 理 数 都 是 代数 方程 的 根 呢 ? 

埃 尔 米 特 (Hermite) 巧 妙 地 证 明了 e 不 是 一 元 n 次 方程 的 根 ,从 而 证 
HT e 是 超越 数 . 接 下 来 , 林 德 曼 (Linderman) 也 巧妙 地 证 明了 х 是 超 
越 数 . 

V2 是 无 理 数 ,可 用 反 证 法 ,同样 的 方法 可 以 证 明 /2 十 /3,V2 十 V3 十 V5 是 


无 理 数 ,但 不 可 用 来 证 明 /2 十 V3 十 /5 十 V7 也 是 无 理 数 ,为 什么 ? 


3 
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B/2+/8+/5+/7=£ (D =l, p.q€N. 


CZ+VSH+V5+V7): 一 万 ,cA) 


2-3-5 =E D B) 

CV3ZHV3)? 一 (= V7 一 /5)2,(C) 

= —/7—/5—у3у,а» 

不 难看 出 ,A)、(B)、(C)、(D) 四 式 两 边 平方 之 后 含 根 号 的 项 分 别 为 
6,4,4,6, 不 比 /2 十 /3 十 V5 十 V7 的 四 项 少 ,因此 ,用 这 种 方法 证 明 V2 十 V3 十 
V5 十 V7 是 无 理 数 是 行 不 通 的 . 

下 面 利用 一 元 n 次 方程 证 明 : 

V2 十 /3 十 /5 十 V7 十 … 十 Vn 为 无 理 数 ,nE N, 为 非 平方 数 . 

证 明 :z=V2,zx?=2, (А),ху=/2,х›=—/2. 

设 (z 一 3)2: 一 2, 我 们 有 zı =/2+/3,z, = —/2+ 3. 

(a5) =2 可 以 化 为 (5 一 所 二 1 

方程 两 边 平方 有 (V3)? 1 11а ,整理 得 x 一 10z 十 1 二 0, (B)， 
ху={2+УЗ,х› = —/2+/З,х» 42—13, =/2 —/3 H Ji F (B) 的 四 
个 根 . 

设 (z 一 5) 一 10(z 一 5)2 十 1 一 0, 我 们 有 rı =/2+/3+/5,z, =—2 
十 VS 十 V5,z: 一 一 /2 一 V3 十 V5 ,zt 一 V2 一 V3 十 V5. 


将 (z 一 V5)4 一 10(z 一 V5)? 十 1 一 0 转化 为 /5 кыши ,(C), 进 
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一 步 转化 为 z' —40z5 4-3522* —960z2 +576=0, (D) 

axı =/2+/3+/5,z,=—(/2+/3--/5,z,=—W/2—/3+/5,z,=/2—/3 
十 V5 为 方程 (D) 的 根 . —л\, ааз as, ла) 008. 

Z1 二 /2 十 V3 十 V5 为 方程 (D) 的 最 大 实数 根 ,zs 二 一 /2 一 /3 一 V5 为 方程 
(D) 的 最 小 实数 根 . 

下 面 证 明 V2 十 /3 十 V5 十 V7 为 无 理 数 . 

在 方程 (D) 的 基础 上 建立 方程 (E). 

(х—/7)*—40(х—/7)*+352(х—/7)*—960(х—,/7)*+576=0,(Е) 

由 (D) 知 方程 (E) 的 最 大 实数 根 为 /2 十 /3 十 /5 十 V7. 

一 /2 一 /3 一 /5 十 V7 为 方程 (E) 的 最 小 实数 根 . 

将 方程 (E) 改 写 为 +1562 — 4182 — 59722? —215=/7 (81 +152" 
一 1448z: 一 1080z),(F) 

由 方程 (F) 可 以 看 出 ,如 果 方 程 两 边 不 为 零 ,z 的 任何 实数 根 都 不 可 能 
为 有 理 数 ,否则 方程 (F) 的 左边 为 有 理 数 ,右边 为 无 理 数 . 

下 面 证 明 方程 (F) 的 两 边 不 能 为 零 . 

H 827 +1522 — 14482 —1080z=0, (G) 

方程 (F) 的 左边 也 必须 为 零 . 

于 是 有 zz* 十 156x* 一 418zx* 一 5972zx? 一 215 二 0,(H) 

0х) = 82" +1522 — 14482" —10802 为 奇 函 数 . 


g(z)= x° +1561 —418х* —59722° —215 为 偶 函 数 . 

对 于 方程 (F) 的 根 ,我 们 有 f(x)= 一 f( 一 x)=0,g(zx)=g( 一 x)=0. 
方程 (F) 可 以 改写 为 g&( 一 z) 一 V7F( 一 z) 一 0,(D 

(D) 可 进一步 变换 为 下 式 : 
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(—х—/7)*—40(—х—/7)*+Е+352(—х—/7)*—960(—х—/7)* +576 


因为 z=/2+/3+/5+J723941 BE, H 827 +152z5 — 1448х* — 10802 
=0, 则 z 一 一 /2 一 3 一 5 一 V7 也 为 方程 (E) 的 根 , 显 然 与 方程 (E) 的 最 小 
实数 根 为 一 /2 一 /3 一 /5 十 V7 矛盾 ,由 此 知 方程 (F) 的 两 边 不 能 为 零 . 我 们 得 
到 结果 z=V2 十 V3 十 /5 十 V7 为 无 理 数 ,当然 ,方程 (F) 的 其 他 七 个 根 也 为 无 
理 数 . 

显然 用 上 面 的 方法 可 以 得 到 一 般 的 结论 : 

V2 十 V3 十 /5 十 V7 十 … 十 Vn 为 无 理 数 ,nEN, 为 非 平方 数 . 

对 于 无 理 数 和 超越 数 , 康 托 尔 (Cantor) 给 出 了 一 个 重要 的 结论 :无 理 数 
比 有 理 数 多 得 多 ,超越 数 比 代数 数 多 得 多 . 

下 面 利用 康 托 尔 这 一 结论 推出 一 个 新 的 结论 . 

结论 工 :小 数 点 后 ,由 0 到 9 十 个 数字 构成 的 超越 数 比 由 一 个 数字 ,两 
个 数字 ,直至 九 个 数字 所 构成 的 超越 数 之 和 要 多 得 多 . 

说 明 : 小 数 点 后 由 两 位 数字 组 成 的 超越 数 是 指 小 数 点 后 的 每 位 数字 ， 
要 么 是 a, 要 么 是 5b, 而 a 和 65 是 0 至 9 中 两 个 不 同 的 数字 . 例如 最 简单 的 刘 
维尔 (Liouville ) 数 з 10"! = 0. 1100010000000000000000010…, 便 是 小 


数 点 后 由 两 位 数字 О 和 1 组 成 的 超越 数 . 其 余 类 似 . 
对 于 这 个 结论 ,给 出 一 个 简单 的 推导 : 
任何 一 个 超越 数 ,小 数 点 后 必定 有 无 穷 位 . 
任何 一 个 代数 无 理 数 ,小 数 点 后 必定 有 无 穷 位 . 
任何 一 个 有 无 限 循环 位 的 有 理 数 ,小 数 点 后 必定 有 无 穷 位 . 
下 面 讨论 小 数 点 后 m 位 的 情形 . 
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由 0 至 9 十 个 数字 中 的 一 个 来 填 小 数 点 后 m 位 , 仅 给 出 Ch 个 组 合 . 

由 0 至 9 十 个 数字 中 的 二 个 来 填 小 数 点 后 mm 位 ,给 出 Ci X2” 个 组 合 . 

由 0 至 9 十 个 数字 中 的 三 个 来 填 小 数 点 后 m 位 ,给 出 Ci хз" 个 组 合 . 

依次 类 推 ,由 0 至 9 十 个 数字 中 的 十 个 来 填 小 数 点 后 到 位 ,给 出 Си x< 
10" 个 组 合 . 

下 面 来 考察 一 个 极限 值 . 

Su 一 Ch 十 Ci X2" 二 Clo X3" 十 … 十 Clo X8" 十 Ci х9”, 

І, = Сі 10" = 10", 


=S, 
KET 


JR m=10,4} Ko™13. 2,0 m=20,4} Ko 一 1.8, 取 六 一 30, 得 Ky 过 
0. 48,0 m=40,4} Ko™0. 15, Ж m=50,48% К„з=0. 052. 

显然 有 lim К,=0. 

由 于 康 托 尔 证 明了 无 理 数 比 有 理 数 ,超越 数 比 代数 数 多 得 多 ,因此 ,由 
上 推 知 由 0 至 9 十 个 数字 组 成 的 超越 数 比 由 两 个 数字 、 三 个 数字 ,直至 九 个 
数字 组 成 的 超越 数 之 和 要 多 得 多 . 正 因为 如 此 ,超越 数 x.e 有 0 到 9 十 个 数 
字 是 很 自然 的 . 至 于 0 到 9 等 概率 出 现 的 超越 数 比 0 到 9 非 等 概率 出 现 的 
超越 数 要 多 得 多 ,作为 一 个 问题 留 给 读者 . 
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第 二 章 ”二 元 二 次 方程 的 参数 解 及 
解数 分 布 规律 


二 元 二 次 不 定 方程 ,是 最 简单 的 不 定 方程 . =2 — пу? = 1, WR PD Jr 
程 是 一 类 研究 得 较 多 的 二 元 二 次 不 定 方程 . 通过 找到 不 同类 型 的 二 元 二 次 
不 定 方程 的 参数 解 而 进一步 揭示 解数 的 分 布 规律 . 


一 \ 不 定 方程 六 =Dy’ 一 1 


2 =Dy 一 1,DEN, 不 为 完全 平方 数 . 下 面 求 D=2,3,5,6,7,8,10 27 
程 的 解数 分 布 规律 . 以 下 方程 仅 讨论 正 整数 解 ,不 另 作 说 明 . 


1.22=2у—1 


不 定 方程 一 一 2 交 一 1 Ж Inti =4y, Зх. Ynti =3y, 22. z = 


1,у =1. 
设 工 不 超过 正 整 数 m 的 解数 为 N Om), 
Тон = Inm Мот) 1 


03279) "Аа. ют 103255: 
R: =2y —1,4 r= y+a,a€ Z, й а 0. 
Ota = 25° —1, [ГБ у —2ay— (at +1) 二 0, 方程 的 两 个 
根 为 : 
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//(2а)*-Е4(а*-+Е1› 
у= @® Car TAa ED p УЗЕ 


因 у 为 正 整数 , 仅 取 y=a+ /2а*+1. 
令 2 +1=Е,ЕЄМ, Xit E=a +b, ЇЙ, b>0, 2а +1= (a+b), 


2a? +1=а? +2ab+b „а? —2ba+1—b? =0, (A) 


Балау 
НСА) а= 226 =. 4(1—b) ь+ «БТ. 


由 于 6220,а220, a=b+ /2—1,W W r 1, у 二 1 是 方程 之 一 
2y —1 的 解 . 

© 5=у,,ЙЇ а= у„-Ех„,Е=2у„-+х„,Е=а-+Ь,Е=у„+у,+х,. 

y=a+E=2y,+z,+y,+zr,=3y,+2x,, 

z=y+a=3y,+2r,+y,+r,=4y,+3rx,. 


аы 5 та 1 "СЕ 
= 43, lim Z ж'а 2V2 十 3. 


设 z 不 超过 足够 大 的 正 整 数 mm 的 解数 为 N (m) , 
ln(3 十 2V2)xe" 一 Inm, 得 : 


H r, =4y,+3x,, 


Inm n Nm) _ 1 
ln(3 十 2V2) =-= lnm |n(3+2(2)` 


下 面 对 方 程 的 解 的 另 一 种 表达 方法 给 出 推导 . 


n+2 一 43yn+1 十 3zo+l 


N(m)— 


=4(3у, -22,) -3х,+1 
=12у, 8х, -Зх,+1 
=3(4у, HITu) 2,1321 
一 3zo+i1 一 Ze 十 3ze+i 


一 zi 一 zs 
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Ж ху=1,л›=7. 
Ун = Зун 221 
=3yn +2(4y, +3z,) 
=3Зу„ы +8y,+6<x, 
=3y,+i +3(3y, +2r,)—y, 
=Зу„ы+3у„ы—у, 
=6у.н у», 
# y =1,y,=5. 
根据 递 推 公 式 ,可 以 得 到 :zs 二 7,y, 二 5;z3 二 11,ys 二 29;z4 二 239,y4 = 
169;z;=1393,y;=985;z|,=8119,y,=5741. 
下 面 给 出 解 的 第 三 种 表达 方式 : 
Ау С, 


n=1,zi+/2yy=1+/2,z=1,y=1. 

n=2,z,+/2y,=(1+/2)'=7+5(/2,z,=7,y,=5. 

n=3,z;+J2y,=(1+(/2)'=41+29(/2,z,=41,y,=29. 

我 们 可 以 看 到 ,第 三 种 具体 求解 比较 麻烦 ,涉及 二 项 式 定理 ,用 前 面 的 
两 种 方法 比较 简捷 . 


2. х =3у—1 


不 定 方程 ?二 3y 一 1 没有 正 整数 解 . 

证 明 :由 z= 二 3y 一 1 得 zz 十 1 二 3y ,zx 不 能 被 3 整除 ,如 果 工 不 被 3 整 
除 , 必 有 zz 一 1 被 3 整除 ,由 二 一 1 十 2 二 3y? 知 这 是 不 可 能 的 ,方程 无 解 . 

下 面 给 出 另外 一 种 证 法 . 

证 明 :A. # у 为 奇数 , 则 > 必 为 偶数 ,zx? 二 3y 一 1 ПИ =y у? 
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1,412,410 —1),2у° 不 能 被 4 整除 , 故 y 为 奇数 无 解 . 
В. # y 为 偶数 , 则 + 必 为 奇数 ,z= 二 3y 一 1 可 化 为 式 十 1 二 3 六 ,而 z 
十 1 不 能 被 4 整除 ,413y? , 故 у 为 偶数 无 解 . 


3.х2=5у—1 


REH 2 =5у? —1 WH х, = 205, +92, , Ynti =9y, +4r,,zr = 
2,yi=1. з ЖЕТЕК т 时 ,方程 的 解数 为 NOn), 


Inm lim Nn) _ 1 
ln(9 十 4V5) =-*= lnm 94/5) ' 


N(m)— 


方程 的 解 也 可 表示 为 : 

дико 182,6 2,2,2 38. 

Ун 18у Ун у =l, y2 17. 

证 明 : 设 r=2y+a,a € Z.a20. 
(2у+а)%=5у*—1,у*—4ау—(1+а?%)=0, 


Уа +4(1+а› 
y= че tt ) 2 L Бағ. 


只 考虑 正 整数 解 , 取 y=2a+ 5a +1, $ 5 +1=D, 5 D=2a+b, 
ба? -1= (24+)? ,а? 一 4ab 十 1 一 天 一 0, 方 程 解 为 


VD 4B) 
4+ ч». 4a ЬУ ор рТ. 


НЕЖИН а = 25+ V50 —1, M p= yns V5 — I = r,,a=2y,+ 
х„,Ю==2а+Ь=б5у„-+2х„, у= ?а+0=9у, -4х,, х= 2у+а= 20у, HIT, s 
Zi 一 1, 一 1. 

RPE „л? =5у* —1 的 通 解 为 


Enti =20y, -92,, Ynti =9y, +4r,,zi=1,yi=1. 
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її! =lim2 996445. 


meoo En meo 


设 不 超过 正 整数 m 的 解数 为 N Ст) ,ln(9 十 4V5)xem —Inm. 


1пт Ba Мот) _ 1 
1094-4 /5) m+t™ lnm ln(9 十 4V5) 


N(m)— 


2102 =20у„+ +9rz,+, 
=20(9y,+4r,)+9r=,,, 
=9(20у,4-92,) —2, 92,41 
一 9zo+1 一 Zn 十 9ze+l 
一 18zo+: 一 Zo+rly 

yn+2 一 9yw+1 十 4zw+l 
一 9y+i 十 4(20y 十 9z) 
=9у,414909у, 42,) — y, 
一 9yo+1 十 9yo+i 一 六 


=18 ynt — Yne 
4. xX =6y —1 


不 定 方程 t =6y —1 无 正 整数 解 . 

证 明 :A. 若 3|z, 而 6y 一 1 不 能 被 3 整除 ,无 正 整数 解 . 

В. 若 开 不 能 被 3 整除 ,而 3| 022—1) ,6у: 一 2 不 能 被 3 整除 ,无 正 整 
数 解 . 


5.2 =7у2—1 


不 定 方程 22 =7y —1 无 正 整数 解 . 
证 明 :A. 若 z 为 偶数 , 则 у 必 为 奇数 ,7 交 一 1 一 6 交 十 到 一 1,4|1z2,4| 
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052—1) ,6y 不 能 被 4 整除 . 无 正 整数 解 . 
B. 若 z 为 奇数 , 则 y 必 为 偶数 , 刀 十 1 一 7Y ,也 十 1 不 被 4 % 
4175. 
由 人 A 和 B 知 ,方程 无 正 整 数 解 . 
6. xX =8y —1 


不 定 方程 22 =8y 一 1 无 正 整数 解 . 
ШЕЯ. н 22—852 —1 知 工 为 奇数 ,xz 十 1 二 8y* ,zx 十 1 不 能 被 4 整除 ， 
故 方程 没有 正 整 数 解 . 


7. х2=10у:—1 


不 定 方程 2 =10y 一 1 的 解 为 xz,+1 = 60у, -192,, у„ = 19у, бх, , 
Zi 一 3, 六 一 1. 
设 z 不 超过 正 整 数 mm 时 ,方程 的 解数 为 NO) , 


re Ша NG 1 Я 
ln(6 VI0+19) "+= lnm ln(6 /10+19) 
不 定 方程 的 解 也 可 表示 为 : 


Ente 380,61 —z,, zi =3,z,=117. 
Унь =3B Ynti —y, =1, у =37. 
证 明 : 令 r=3y+a,a€Z,a>0. (3y 十 a): =10у —1, у —bay— (а + 


WwW(6a)z 十 4(1 十 c2) 
D=0, y= $E V Ca HAU Ha за утоа FT, ЕВ ?一 3c 十 


Vi10az 十 1. 令 10а +1=D ,DEN, ği D=3a+b, 10a? +1=(3a +b)? ,a? — 
6bpa 十 1 一 刀 一 0, 得 方程 的 解 为 : 
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УББ —40 6. 
6b+ ө 4(1 ) =з 


10 —1. 


a 之 0, 取 a=3b+ V10 —1,§ b= yn, V106 —1 =z, 1a =3yn H £n H 


D=3a +b, 4$} 0 = 10у, +3z,,y=3a+ D=19y, +6z,,z=3y+a= 60у, 
5 
方程 通 解 为 : 


Luti =60y, +191, ,У,+1=19у, +6r,,zi=3,y =1. 


lim 要 = lim 60 2*+-19=19+6 10. 


metoo Xn 


Br 不 超过 正 整 数 mm 的 解数 为 N(m) ,ln(19 十 6 VI0~™ —Inm. 


Жор: Inm Üm Мт) _ 1 
In(19+6 VIO) w+ lnm ln(19 十 6 V10) 


以 下 是 通 解 的 另外 一 种 表达 方式 . 


х„+=60у„+1 + 19„+\ 
=60(19у,„-Е6л„)-Е19л„, 
=19(60y,+19z,)—z,+19z=,,) 
=19л„,—х„+19х„ 
=38л„ы—л„, 
У++»=19у„+1-+Е6хт„+\ 
一 19y+i 十 6(60w 十 19z,) 
一 19y+ +19(19y, +6z,)—y, 
=19y,,i 十 19yw+ —y, 


=38у„ы—у„. 
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二 ,不 定 方程 守 =Dy’ 一 (D 一 1) 


下 面 来 讨论 不 定 方程 t = ру 一 (D 一 1) 的 参数 解 及 解数 分 布 规律 ,其 
中 不 为 完全 平方 数 . 下 面 仅 讨论 D=2.3.5.6.7.8 的 情形 . 读者 不 难 发 
现 ,不 定 方程 也 一 DyY 一 (D 一 1) 有 一 组 正 整数 解 zx 一 1,y 一 1. 


1.02=2у2—1 
相关 结果 见 本 章 第 一 节 . 
2.02=3у0—2 


不 定 方程 ?二 3y 一 2 的 解 为 Erti Зу, А22. унн 25, +r,,z 不 超 


过 正 J — —Im р Моп) 
过 正 整数 m 时 的 解数 为 N Cm), N (m) pp ТЫ 
=_= 
ln(2 十 V3) 
方程 的 解 也 可 表示 为 : 


To+2 一 4zo+1 一 ToyZI 一 1vzz 一 5 
Ynte Аул Уу =l, уг 3 
证 明 : 令 22у —а,аЄ 7, L а20. 


(2у—а) =3y —2, y’ —4ау+а+2=0,у=2а+ у/За?, 
у= 2а — (3а —2 В}, х = 2у — а = 2 (2а — (За? —2) — а = За — 
2 /3а? 一 2 


а2>2 时 , 仅 取 у=2а+ /За? — 2,4 а= у, у За —2=rxr,,y=2y,+x,. 
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r=2y—a,zr=3y,+2r,,z2 二 3y 一 2 的 参数 解 为 Inii =3у, + 2xr,, 


У =2y,+zr,,z=1,yi=1. 


lim == Jim 3 *+2=2+/3. 
meto Tn 


meto Tn 


设 z 不 超过 正 整数 mm 的 解数 为 N Gm) ,In(2+/3)™ —Inm. 


Inm im NO) 1 
In(2+/3) w+ lnm  In(24/3) 


М№т) ~ 


Lutz =3y,,i +2r, 
=3(2у,„+2х„)-Е2х„+ 
=2(Зу„+2х„)—х„-+Е2х„+\ 
=27n+1 一 Xn 十 2Xn+1 
一 4zo+1 一 Zny 

Уп = 25у, хн 
=2у,1 +3y, +22, 
=2у„+-+2(2у„+х„)—у, 
=2у„ы-Е2у„ы—У 


=4у„ы—у,. 
3.x:=5sy'—4 


不 定 方程 z. =5у*—4 的 解 为 х„ =20yn IEn s Ynti =9y, +4z,, H 
Zi 一 1,y 一 1] K х =20у„-Е9х„,у„=9у„-_4х„,ху=11,уу=5. 
设 ЖЕТЕ В т 时 的 解数 为 N (m)， 


2lnm ЕТСЕ 
094/5) "=+ lnm 1394-45) 


方程 的 参数 解 也 可 表示 为 : 


N(m)~ 


第 二 章 二 元 二 次 方程 的 参数 解 及 解数 分 布 规律 | 17 
2+2 182,61 —z,, zi =1,z; =29, 
Унь =18унн Jn yy=1,y;=13, 
хь+==18ёл„+—Т„, zz=11,z;=199, 
У«+2=18у„+1—У„, y=5, у =89. 


证 明 : 设 r=2y+a,a EZ, (2y+a) =5y —4, y —4ау—– (4+а?) =0, 


我 人 有 у=2а+ /5а*++4.а=—1,у=1,х=1,а=5,у=5,х=11. 

4 y>5 hj r =5y — 42>4у',х2>2у,а 只 能 取 正 整数 , 若 у=2а— 
„ба? 十 4, 显 见 y<0, 故 只 能 取 y=24 十 V54a 十 4, 令 5a: 十 4=D?,DEN， 
D=2a+b,b€ N. 

(244-6) =5a? +4,8? —4ba +4 — b =0 , [ПЖ] Эу FERIAK : 

а VD АЮ 4 FA. 


a=2b— (ББ —4,Ь=1,а=1,6=2,а=0,6223 hf ,a=2b— V56 —4< 
0. Ж a=2b+ V50 —4, 8 b=y,, М —4 =r, sa =2y, +x, НЕ D=2a+ 
6, 得 到 D=2a+b=5y,+2r,,y=2a+ D=9y,+4rz,, х=2у+а=20у,4- 
л, ,这 样 得 到 方程 的 解 为 : 

Lati =20y, 9х, ун =9у, HAT, r =l, у =l; 


Lati =20 yn HITn , Ynti =I Yn Бх, z =11, у 一 5. 


lim Ttt = lim 20 ә +9=9-+-4 V5, it 不 超过 正 整 数 mm 的 解数 为 

PN ~ — — 2lnm ‚_ Мол) 

N(m), ж In(9 +4 /5)% Inm, N (m) ТЕКЕ lim “ү 
Ee EE 
ln(9 十 4V5) 


хь+з=20у„+1-+9т„+1 
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=2009у, +4т,) 92,41 
=9(20у„-+9х„)—х„+9х„+ 
一 9zo+1 一 Zn 十 9zo+l 
一 18zo+i 一 Tv， 

Jun+z 一 9yo+1 十 4zo+l 
=9y,,i +4(20y, +9z,) 
=9у,+1 +9(9y, +4r,)— Yn 
=9 Ynt HI Ynti —y, 


=18 yn у. 


4.х2=6у—5 


不 定 方程 x 二 6y —5 [0 хн = 12у, 52, s Ynti =Зу„-Е2л„,лу= 


1,у=1 Ж r, = 12у, б, унн = 5у, +2r,,r=7,yi =3. Ж х ЖЖ 


21а» -n Мт) 
正 整数 m 的 解数 为 N (m), N (m) Еа, Тя 
СЕ 2023 
ln(5 十 2V6) 
方程 的 参 解数 也 可 表示 为 : 


on+2 一 10zn+1 一 Toyzi 一 1yzz 一 17， 

nt2 一 10yo+ 一 和 一 1 一 7 

To+2 一 10zw+1 一 TwoZi 一 7,zz 一 71， 

Унь =10y,,i —y, у =3 у =29. 

WER: =6у° —5 的 最 小 两 组 解 为 zz 二 1,y 15227, 3. 
我 们 不 妨 设 +=2y 十 a,a€2,(2y+a)*? 一 6y —5,2y —4ay— (5+а°) 
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Ы d 2a+ Уба? +10 
二 0, 方 程 的 解 为 * 一 此 十 Ca TEG ta 2- a+ уба? + Я 


2 


РЕ 
сону вту, 


а<0 В.а ИА а= —1.у=1,2=1. 
4 ба? +10=1*,рєЄм№, D=2a+b,bE №, ба? +10=(2a+b)° 变换 为 


s= чә; к 
pat— 4ba--10—E 0. a = b+ abi 8(10—Ь°) _2b+ 86 20 a 


>ON A 5=2,а=1,у=3,х=т7,4Җа= ЕУ E ZN ро р 


юс 


6бу„-+2х„,у=а+-у =5у„+2х„,х=2у-+а=2(5у„+2х„)+2у„+х„= 


12y, +5л,. 
Luti =12y, бх, Ynti =12y,+5r,,zi=1,y,=1, 


Enti = 12yr 5х, , Ynti =l2yn HSan ori =7, y =3. 


lim == lim 12% +5=5+2/6, 8 r KERTEM m 的 解数 为 


ен И, те 
tx 一 —— 2lnpm _ Мо» 

Мт) ,我 们 有 ln(5 十 2V6) Inm, N(m) КОЕ) J im es 

оде аг 

ln(5 十 2V6) 


Ton+2 一 12y+1 十 5zw+1 
一 12(5y 十 2z,) 十 5zvr 
2=5(12у, +52.) — х, Б5лх,+1 
=5л„ы—х„-+Е5л„+ 
=10л„ы—х„, 


Уна =5улн 20,1 


20 | 论 不 定 方程 
=5y,i +2(12y, +5z,) 
= yn +5(5y, +2r,)— y, 
=5 Ynt булн У 


一 10yo+ — Yne 
S.x:=7y'—6 


不 定 方程 好 一 ?7 交 一 6 [0 х, =21y, +8zr,y, =8у, Зл, = 
1,э=1 Ж т„+=21х„-Е8х„› Ynti =8у„-Е3т„,.ту==13,уу=5. 


2lnm 


设 z 不 超过 正 整数 m 的 解数 为 N (от), Мот) ~re a py, lim 
Мот) ___2 
Im |(8++3/7)` 

方程 的 参数 解 也 可 表示 为 : 

Ton+2 一 16zw+1 一 ZooyZi 一 1yzz 一 29， 


У#+=1бу„+1—у„,›у=1,›у›=11; 

х„+=16бхл„+у—х„,лу=13›х;=209, 

Ун = 1бу„+1—у„, у 5, у 79. 

证 明 : 设 r=3y—a,a € Z, 5 № а20. (3y 一 o) 一 ?7 交 一 6, 将 方程 整 
理 为 


pam Y p<. и = 
2y бау 0, ба+ ar 8(a +6) _3a+ 26 12 


设 7а? —12= (3а —6)° ,D=3a—b, Є N,b€ М, 7а? — 12 = (3а —Ь)°, 


+6) 8002 +12) 
于 是 有 2 一 ба + P + 12 = 0, a= ČE (ву ВО? -Е12› 


—3b+ /7 —24 
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b=2,a=2,a=4,zi=1,yi=1,zr,=13,y,=5.b=3.4.5, V1 —24 Ж 


ЛЕ —3 VIFA _7b—3 VoF 
эй. к>в maV др 10—3 VEA 6-3 
<o. 

人 ул» 24 S-A = A = 


2 /7у%—6=2х„, a=3y,+zr,,D=3a—b=3(3y,+z,)—2y,=7y,+3r,, 
于 是 有 : 
_3a+D_ 3(3y,+z)+7y,+3x, 
со 2 


=8у, Зх, , 


х=Зу—а=3(8у„+3х„)— (3у, -х,) =21у, -82х,. 
Ма 27у —6 的 参数 解 为 : 

Enti =21у„-Е8лт„,у„ =8у, +3r,,zi=1,y,=1, 
D=3a—b=3(3y, HEr) — у„=8у„-+3х„,ху=13,у=5. 


设 x 不 超过 正 整 数 m 的 解数 为 NGm) ,由 lim 225 


t= lim 21 内 十 8= 
PA ФЕ 


21nm ‚ Мол) 


8+3 /7, 得 ,ln(8 十 3 /7) + ~ Inm, N (m) ~ 一 一 | 
+ь am T (8--377) te шт 


тет 
Tnt2 =21у. 8л, +1 
=21 (8y, +3х,) 8,1 
=8(21y, +82.) —х, 82,61 
= 81,12, HTa 
一 16zo+ 一 Tv， 


Ynt2 =8y,,i +3r,,, 
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=Ву„-Е3(21у„-Е8т„) 
一 8y +8(8y,+3zr,)— y, 
=8у„ы-+8у„ы—У„ 


=16y,,i — у». 
6.х2=8у:—7 
PREHR 22 =8у° —7 [Ж 8 х, 85, БЗ, ун =3у, Балу =l, 
у =li Enti =8y, Зл. Ун == Зу„ +z,,zi 5, у =2. Ë т ЖАЛЕ 


21пт Мот) 2 
N(m),N(m)— ， ЕЕ y 
m 的 解数 为 N (m m In(3+2 /2) `> m, Inm ln(3 十 2V2) 


方程 的 参数 解 也 可 表示 为 : 


хы бк —z,, z =1,z,=11, 


У«+1=бу„+1—У„,У=1›у:=4{ 
Lutz =бхл„+—х„, хту=5,хл;=31, 
У+=бу„+а—У„, 3 2,5: =11. 


证 明 : 设 zx=3y 一 aaEN,(3y 一 ao) 一 8 光一 7, 变 换 为 y —bay+a +7 


f. пес FT 
=0, 方程 的 解 为 paita AED „ү usay Ñ 


y=3a— /8a2—7,r=3y—a=8a—3 /8a2—7,a=1,r=5,y=2;a= 
2, х=1,у=1.а2>4 bł, ,r=3y—a=8a—3 V8a’ 一 7<0. 

аа в, RAER y=3a+ /822—7, Ф а=у,, /Sa22—7=rx,,y=3y,-+ 
х„ә,х=3(Зу„-Ех„)— у„=8у„-Е3х,„. 

不 定 方程 的 参数 解 为 : 


To+1 一 8 十 3zoyyo+l 一 3 十 zz 一 1,yi 一 1 
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Tof1 一 8y, 十 3zvyyo+i 一 3 十 zz 一 5, y =2. 


lim =H = lim 8 *+3=3+2 V2. 
R 


metoo Tn 
л REEMS m 的 解数 为 N Om) ,我 们 有 ln(3 十 2V2)tw 一 


Е Мот) 2 
PN Nm) ~ ， : 
nm, 于 是 得 Моп ln(3 十 2V2) „1 Inm ln(3 十 2V2) 


Tn+2z 一 8yn+1 十 3zo+l 
一 8(3y, 十 zw) 十 3zw+1 
=3(8у,4-32,) —2, Злын 
一 6zv 

Уно Зуны тат 
=3у,ь1 +8y, +3z, 
=3y,,i +3(3y, +=z,)— y, 


=b Ynt — у». 


三 .其 他 二 元 二 次 不 定 方程 


关于 佩 尔 方程 x 一 ny 二 1,nEN, 已 有 很 多 研究 ,这 里 不 加 以 讨论 了 . 
仅 讨 论 几 个 其 他 二 元 二 次 不 定 方程 . 


1.2x:=3y'—I1 


不 定 方程 222 =3y 一 1 的 解 为 r, = 52n бу, o Ynti =5y, +4r,,z| = 

š р Inm 
1,y=1. К N , ==, 
1 二 1. 设 工 不 超过 正 整数 m 的 解数 为 N (m), N(m) УЕ 


Моп) 1 


Калык -方程 的 解 也 可 表示 为 
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Lut = lOar Tn r =l, =l], 
Уно 10у. 511,529. 
证 明 : ПЕЕ т>у. 设 т=у+а,аЄ2,а220,2(у+а) =3у? 
16a +4024 +1) 

— tak VIED, ‚мү 


1,y'—4ay— (22: +1) = 0, у 


V6az 十 1,y>0, 仅 取 > 一 2 十 V6az 十 1,6az 十 1 一 D2,DEN IEH anı 
=5a,+2D,,a=0,D,,,=12a,+5D,,D,=1,y,=2a,+D,,z,=3a,+D,. 
Lunti =За„ БЮ, 
一 3(5a, 十 2D,) 十 12a, 十 5D， 
=27а„+11р, 
一 5(3a, 十 D,) 十 6(2a, 十 D,) 
=5:,+6у,, 
Ynti =2а„ О, 
=2(5a,+2D,)+12a, +5D, 
=22a, +9D, 
=5(2a,+D,)+4(3a,+D,) 
=4х„+5у,. 


lim =H = Jim 6 28 q5=5+2 (6. 


meto En metoo 
Ta+2 一 5zn+1 十 6yo+l 
=5хл„+6(5у„+4х„) 
=5лх„+-+5(6у„+5х„)—хт,„ 
==5л„ы-+Е5хл„ы—хт, 
一 10zo+fi 一 Zn， 


У«+›=4х„+1-Е5у„+1 
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=4(6у„-Е5х„)-Е5у„+1 
=5(5у, +42,) — у, Бунт 
=5ул Yn бун 


= 10у, — 
2.0 +x=2y +y—1 


E,—1 
=» 
y=3, 其 中 D, E, HHR 2D -7= Е 的 正 整数 解 ,D,+ =3D,+2E,,D, 
=1,D,=9,E,n =4D, +3E,, E, =3, E: = 13, D,.E, P n WRG z, = 


不 定 方程 十 z=2y 十 y 一 1 的 解 为 — zy, = 


D= =l ЕІ, уу 一 1, 其 中 D,E, 为 方程 2D: 十 7 一 不 的 解 


“Р, =3D,+2E,,D,=3,E,,, =4D, +3E, , E, =5,E,=27,D,.E, 中 n № 


ВЕ = 2 Inm 
奇数 . 设 > ÀS 88 ph E $ т 的 解数 为 N (m), Nm) nOD? 


i Мт) _ 1 
mt я ln(3 十 2V2) 


证 明 : 刀 十 z 一 2 交 十 y 一 1,4(z 十 z) 一 4(2 交 十 y 一 1) ,进一步 将 方程 变 
换 为 4(zz 十 z) 十 1 一 4(2Y 十 y 一 1) 十 1,(2z 十 1)2 一 8 交 十 4y 一 3， 令 8 十 
4y—3=D,y 为 正 整数 ,有 DEN. 8у +4y—(3+ D) =0,y= 
=з SLEDE 


,只 考虑 正 整数 解 ,> 一 .不 定 方程 2D? 十 7 二 


Е? 的 解 为 : 
Di=3D,+2E,,E,.r=4D,+3E,,D,=1,E=3; 


D,,i=3D,+2E,,E,,i=4D,+3E,,D =3,Е,=5. 
E, 显然 为 奇数 , 忆 , 一 4R 十 1 0, у 为 整数 ,EE, 二 4R 十 3 时 у 为 分 数 . 
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， 其 中 D,E, 为 方程 2 十 7 一 忆 的 解 . 


D, =3Р,„-Е2Е,,Е„ a =4D, +3E, , Di =1,E,=3,D,.E, 中 n {ХАҢ 
数 . 此 时 E,=13,D,=9,z,=4,y,=3. 


Dl _Е, 
asi 2 Yn 


TEUR D, E, HIF 2D:+-7— E 的 解 


D, =3D, +2E,, En =4D, +3E,, Dı =3, E, =5, D,.E, фп 仅 取 
奇数 . 


s А Я lnm < 
RENEE 20° +7= Е 的 解数 分 布 为 : 一 一 一 2 一 ,因此 ,不 
不 定 方程 2D E? 的 布 为 : Мт) a 不 


定 方程 十 z= 二 2y 十 y 一 1 中 工 不 超过 正 整数 mm 的 解数 为 N От), Мт) ~ 


lnm їп NO) _ 1 
In(3+2V2) m+ lnm  In(3+2 V2 


3. p —4y= х —2х 
不 定 方程 y —4y=r —2r 只 有 唯一 正 整 数 解 z =2, y=4. 


ER: y —4y=r—2x, (у—2) =(1—1) +3,18 > 一 4,z 一 2. 


四 、 关 于 二 元 二 次 不 定 方程 的 总 结 


1. 二 元 二 次 不 定 方程 可 能 没有 正 整 数 解 
不 定 方程 x 二 7y* 一 1、z? 二 8y* 一 1 都 没有 正 整 数 解 . 
2. 二 元 二 次 不 定 方程 可 能 只 有 有 限 组 整数 解 


不 定 方程 —4у=л*—2х 仅 有 一 组 正 整数 解 ,> 一 4,z 一 2. 另 几 组 整 
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ЖШ z+=0,y=0;y=0,r=2;y=4,r=0. 
з. 二 元 二 次 不 定 方程 可 能 有 无 限 组 解 
不 定 方程 忆 一 2 一 1.2 忆 一 3Y 一 1 都 有 无 限 组 解 . 
4. 二 元 二 次 不 定 方程 解数 分 别 规律 


二 元 二 次 不 定 方程 如 果 有 无 限 组 解 ,在 我 们 已 讨论 的 问题 中 , 发现 它 
们 的 解数 分 布 规律 有 相似 的 表现 形式 NOn) 一 clnm, 仅 系数 c 不 同 而 已 . 在 
这 里 花 了 很 大 的 篇 幅 讨 论 二 元 二 次 不 定 方程 ,是 为 了 让 读者 对 分 布 规律 留 
下 较 深 的 印象 ,因为 后 面 要 介绍 的 新 的 数学 理论 指出 ,二 元 二 次 不 定 方程 
有 无 限 个 解 的 时 候 , 它 的 解 不 是 杂乱 无 章 的 分 布 ,而 是 按 М Ол) —clnm Ж 
律 来 分 布 . 
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第 三 章 PEDF х хах 


欧 拉 (Euler) 认 为 不 定 方程 ri а 4-6 а = arn KA TE R — 
推测 是 基于 不 定 方程 也 十 好 一 妈 有 无 数 个 正 整数 解 而 作出 的 类 比 . 欧 拉 说 
过 :类 比 是 伟大 的 引路 人 . 拉 普 拉 斯 也 说 过 :甚至 在 数学 里 ,发 现 真理 的 工 
具 也 是 归纳 和 类 比 . 


一 \ 不 定 方程 如 十 总 = 二 总 及 相关 不 定 方程 


Lxi th= 


不 定 方程 ritr = =š ЙА. ИЛЕШ rı =a —b „ха =2ab, z, = 
a+b ,a>b, (а,Ь) =1,a,b 一 奇 一 偶 . 设 zr, 不 超过 正 整数 m 的 解数 
为 N n), 


Nowgam lim =з 

证 明 : 方 程 的 整数 解 的 表达 式 由 中 国 古代 数学 家 刘 徽 最早 给 出 ,国外 
则 由 数学 家 丢 番 图 (Diophantus) 最 早 给 出 . 下 面 仅 对 解数 分 布 规律 给 出 
推导 . 


数学 家 高 斯 (Gauss) 给 出 了 а? 1-6 т 的 圆 内 整 点 数 P(m)， 
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Рбн) 
POm кт, lim кле =1. 


а,Ь EJ E ҖЕ KHAAA Р, Оп), 


Pim, 
x 


Р.т) Tm, lim 
== T 


4 
а,Ь 3% ЖЕЕ. Н. a>b 的 圆 内 整 点 数 为 P:(z)， 


Р.т) Em, lim E, 


чт 


8 
a,b HIEM Г, Н. a>b, a,b 一 奇 一 偶 的 圆 内 整 点 数 为 P; Оол), 


设 z; 不 超过 正 整 数 m 的 解数 为 NO), 


Loe 1 
NO) X U+ tatty T Pa (m). 


š kis kt t 
Btt tetp tS A 


数学 家 欧 拉 给 出 了 贝 努 利 (Bernoulli) 级 数 的 和 : 


д, 

ааа ух 
сов sH xE, sE, 

Мот) х п BARA Мот) от, lim пае = 


不 定 方程 21-223, ШКЕ И Н.И. ДЕ СЛ АН Ж 
律 为 Мот) —cmlnm. 
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2. ЖЕЉЕ хї+Е+хї=2х3,хуз©х, 


不 定 方程 对 十 好 一 2 好 АЕР. АЛЕЙ т, =a +b , z, =а*+-2аЬ 
B „ау = 102 +2ab—a’ |, (a,b)=1,a>b,a,b — 1—18. r, 不 超过 正 整 


Жол ШИК NO) от) от оп SL, 


证 明 : 令 ху =r: —a, л =x; +b,a EN,bEN. (z; —а) + (z; +b) = 

2а}, ЕИ с2а 20) =+ олу 3а gt, хэ2>0,% >b, RINE]: 
a +i? a +2ab— a+ B +2ab—a? 

T 2 (a —b 2(а—Ь) "T! 2(а—у) “ ab) 

b --2аЬ—а*<<0,х\у ЖАК. Х.х = |b +2ab—a |, x: =a° +2ab— 
b, х,=а*+ , (a,b) =1,a>b,a,b 为 一 奇 一 偶 . 

a=2,b=1 得 方程 最 小 正 整数 解 1+7 二 2X5?. 

设 т, 不 超过 正 整 数 m 时 的 解数 为 N (m) ,参考 不 定 方程 zf 十 zi 二 xz? 


的 解数 公式 推导 ,解数 分 布 为 NG) 一 去 m，lim NL, 


+b= 


3. 不 定 方程 xi+xi=xi+l, хузёху, x, Zx 


Ж хі Ба =r tlr Ar tAr 有 无 数组 解 . 

WER: 2 =r, ал =x; —b,aEN,bEN. 

(хз а) + (rs —b) =2} +1, x} —2la+b)r +a? + —1)=0, 

zs =a+b+ /2ab+ 1, 2ab+1=u uE N, НЕР u, 2ab+1=u? 
都 有 解 , 故 方程 ri 4-22 =хї-+-1 有 无 数组 解 . 


4. 不 定 方程 xi xi =3xi 


不 定 方程 zf 十 如 二 3 如 没有 正 整 数 解 . 
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证 明 : 若 如 十 如 二 3 召 有 正 整 数 解 , 则 必 有 一 组 最 小 的 正 整数 解 z... 
zs 没有 公约 数 .车 Зал, W 3| z; A 31zs, 与 假设 矛盾 ,无 解 . 若 zi 不 能 
被 3 整除 , 则 z, 也 不 能 被 3 整除 ,zi 一 1 十 且 一 1 十 2 二 3 如 ,由 于 3| (zi 一 
1),3| C — 1) ,我 们 知道 这 个 方程 没有 解 . 


二 ,不 定 方程 xxi xi=xi 


不 定 方程 хі 23 Баі = 的 部 分 解 : 

3+4 + 5° = 6°, 68° 十 573 + 180° = 185°, 9° + 58° 4- 255° = 256°, 
26590452? 17492496" 453813536" = 56461300". 

如 果 我 们 知道 了 不 定 方程 тї а) +z) = zi 的 两 组 解 ,就 可 以 构造 出 
新 的 正 整数 解 . 结果 如 下 : 

sity tzi =w, zi yi +z ий 为 2122 +z) == 的 两 组 解 ,我 
们 有 : 

(ах» Ьл) (ау, —by) + (az; —Вг\ )? = (aw— bw )3. 

ЖОР a=rir:+ yiye + 1;—иЛш›,Ь= тїт Буду абз uw. 

IH 9° 58° 255" 一 2561,68: 十 573 十 1803 一 1853 ,根据 上 面 的 方法 ,我 
们 可 以 得 一 组 新 的 整数 解 ,126975943 十 (一 27858012)3 十 (一 28700490)3 = 
(—27858012)*. 

ЕН 9° +58" 255° =256° ,573 十 180 +68° =185° ,我 们 可 以 得 到 一 组 新 
的 整数 解 140474229° +-353196060* 4-947523878* 一 9646019813. 

由 9 十 583 十 2553 一 2563,683 十 1803 十 57: 一 1853 ,我 们 可 以 得 到 一 组 新 
的 整数 解 476745475° + 1056494498? 十 94905189 = 1088151396°. 

将 两 组 解 的 排列 顺序 改变 ,就 可 以 得 到 新 的 一 组 整数 解 . 
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三 \ 不 定 方程 ritit trisi 


欧 拉 认为 21-22 24-1 25 有 解 ,一 直到 1911 年 , 诺 里 (Norrie) 给 
出 了 第 一 组 解 为 30! 十 1204 十 272: 十 3154 一 3534. 


四 \ 不 定 方程 xi txi + хн 


n=2 时 ,古代 就 知道 方程 有 无 数组 正 整数 解 ,但 对 于 为 任意 正 整数 
的 情况 欧 拉 猜 测 方程 都 有 解 . 

我 们 将 在 后 面 讨论 ”为 正 整数 的 一 般 情 况 , 我 们 将 知道 它 有 正 整 数 
解 ,而 且 有 无 限 多 组 正 整数 解 , 且 有 与 zi 十 如 二 zx3 类 似 的 分 布 规律 , NOm) 
一 cm ,不同 的 不 定 方程 ,系数 c, 不 同 而 已 . 
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+оо 
第 四 章 不 定 方程 与 级 数 >， ja 的 
теб 


AIF ARKAN AE ЕЕ ГВА ОСА. 不 定 方程 的 解数 与 级 数 
的 收 全 和 人 发散 有 着 深刻 的 联系 ,我 们 将 在 后 面 的 新 理论 中 看 到 这 一 点 . 级 
数 的 发 展 过 程 这 一 段 历史 ,对 于 我 们 了 解数 学 是 如 何 逐 步 完善 的 ,也 是 大 
有 帮助 的 . 

对 于 级 数 > 5 的 求 和 以 及 -十 ce 的 收敛 和 发 艇 ,下 面 分 三 种 情况 


讨论 . 


一 ,级 数 的 收敛 和 发 散 


1.8 = 0 的 情形 


发 散 . 


3l- 


je x 
定理 : lim A++ ++ — In) = r, 
et 3 n 


其 中 -为 欧 拉 常数 ,~ = 0. 577… 
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2.s 二 0 的 情形 


lim У) — 4. 


ті 


е 为 奇数 时 , 欧 拉 给 出 了 伯 努 利 级 数 的 一 般 求 和 公式 . 


ajA. 


特别 地 ,e = э» * =1+ жит" = 
下 面 给 出 几 个 级 数 的 和 : 


Se 


Т ЫН 1 
=) аен 
г 

DS =1= S +S +S + +S, + 
k=2 


M k ЗИН. >)5, = 3 = Si 十 Si 十 Ss 十 … 十 Si 十 … 
n=2 


щл 为 偶数 时 ,Se 为 超越 数 ,我 们 看 到 ,这 无 限 个 超越 数 之 和 为 一 个 有 
理 数 . 过 去 我 们 经 常 看 到 无 限 个 有 理 数 之 和 用 来 表示 一 个 超越 数 . 


常数 e 的 表达 式 e = 1+1+1 ++ ера 


к ккк гад Ж Кы Мб. 
Жїн J 2 (Leibniz) ART 1 T Ar += 
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HIER, DS = 1 = S +S, +S, 十 … 十 Si 十"… 法 国 数学 家 


证 明了 S, 是 一 个 无 理 数 ,但 其 他 的 S, 是 否 是 无 理 数 还 不 能 给 出 证 明 . 


1 1 1 RAAS 1 
IXI 171х219Х3°3хХ4' Tax GD 


+. 


Дейге] узек СЕ 
Рл Ваау sap pea ENINA 


1 ... 
Dr "+ 


1 
TX GT XG-+2 T 


Te 1 К 1 
SKI `  15X2X3X5X4 Z35455 


十 … 十 


1 А 
nX (n+1) X (1+2) X n+3 3) ` 


1 1 ге 
Врат = IXI X Xk T ; 


1 DE 
nX (n+ 1) X n+2)X X (n+k—1) ' 


其 前 m 项 之 和 的 公式 如 下 : 


ў 1 Балаа 


Z пха+ DX n+2) хх (т+Ё—1) &—1-(%—1)! 


ет m! ' 
(k+m—1)!” 


3.8 一 0 的 情形 
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e= 2 mh, 1424/3 + +n ~ Ena, 


lim LVZ +3 + Ун _ 2 
i . 
А “лү 3 


e=—3 M, +2 + 3 + +m — m, 

2 2 AR, 2 
jim PEREA i 
+ п 


从 这 里 不 难看 出 二 十 2 十 3 十 … 十 下 RAAR пе" 的 系数 正好 为 


жү К 
s 
lS 
EFT 
二 \ 不 定 方 程 的 解 的 有 限 与 无 限 转化 为 级 数 的 收敛 
和 发 散 


级 数 的 收敛 ,表示 有 限 ;级 数 的 发 散 , 表 示 无 限 . 在 后 面 的 介绍 中 ,会 
方程 的 解 的 有 限 与 无 限 与 级 数 的 收敛 和 发 散 深刻 的 联系 在 一 起 ,读者 将 会 


清晰 地 看 到 二 元 二 次 不 定 方程 的 解 的 表达 形式 NOn) ~ clnm ~ cG1 十 去 十 


Гр Ў 1 和 级 数 统一 起 来. 
n=l 
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第 五 章 ”不 定 方程 与 排列 组 合 


排列 组 合 与 不 定 方程 似乎 没有 什么 联系 ,至 少 在 过 去 求解 不 定 方程 的 
过 程 中 并 不 需要 什么 排列 组 合 ,但 新 的 数学 理论 涉及 了 排列 组 合 . 下 面 给 
出 部 分 排列 组 合 结果 ,它们 与 不 定 方程 有 无 限 组 解 或 有 限 组 解 存在 着 深刻 


的 联系 . 


一 \ 两 个 数 的 组 合 


给 定 两 个 正 整数 rz ,zzz < түт; < т,т € №, ‚т; 的 位 置 互 换 视 
为 同一 种 组 合 , 记 zi z; 给 出 的 组 合 数 为 Co, 记 zi z; 中 至 少 有 一 个 数 为 


m 的 组 合 数 为 U2， 
数 的 排列 组 合 
(1,1) 
(2,1) (2,2) 
(3,1) (3,2) (3,3) 


(m,1) (m,2) (m,3) … (m,m) 


总 的 组 合 数 Cn = ZMED, 
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二 ,三 个 数 的 组 合 


给 定 三 个 正 整数 zi zz z; sz SM, t: S m.z, Smm € М,лу, 22023 
位 置 互 换 视 为 同一 种 组 合 , 记 zi rers 给 出 的 组 合 数 为 Co, 记 zl、zz zs 
中 至 少 有 一 个 数 为 m WAER Um. 


数 的 排列 组 合 组 合 数 
ал, 

(2,1,1) (2,1,2) (2,2,2) 3 

(8,1,1). (3,1,2) (3,1,3 (3,2,2) (3,2,3) (3,3,3) 6 

(m,1,1) (m,1,2) (m,1,3) ++ (m,m,m) Um = ZED 
总 的 组 合 数 Co = 1436+ L On ED 一 L mmt Dm2). 


三 四 个 数 的 组 合 


给 定 四 个 正 整 数 zi .zz tiri S m.z; < түт; < m.z, < m, 
т € N,zi、zz улуту 互 换 位 置 视 为 同一 种 组 合 , 记 总 的 组 合 数 为 Co ,xz 、 
жз уху улу 中 至 少 有 一 个 数 是 m 的 组 合 数 为 Us- 


数 的 排列 组 合 数 
(1,1,1,1) 1 
(2,1,1,1)(2,1,1,2)(2,1,2,2)(2,2,2,2) 4 


(3,1,1,1)(3,1,1,2)(3,1,2,2)(3,2,2,2)(3,3,1,1) 10 
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(3,3,1,2)(3,3,2,2)(3,3,3,1)(3,3,3,2)(3,3,3,3) 


(m,1,1,1)(m,1,1,2)(m,1.1,3)---(m,m,m,m) 


Uim = ymm +1)(m +2) 


1 
3! 
总 的 组 合 数 Cu = 14-104 топ 1002) = топ 
1 т + 2) п +3). 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 上 述 求 和 公式 . 


> рп) = ртт от +2) ,(A) 


D ноо 2) = тот í DG 2)(m +3) ,0В) 
证 明 : 先 证 (A). 
n= 1 时 ,左边 = 1, 右 边 = 1 成立. 
i 1 
itn 二 上 时 成 立 , > "ОЕ = zyk +D +2). 
A ! 
п=Ё+1Ю, 


左边 = 下 kk 十 Dk 十 2) 十 让 Ck 十 DCk 十 2) 


三 下 全 十 Dk 十 2)(k 十 3) = 右边 . 


故 上 述 结论 成 立 . 
再 证 (B). 
nn 二 1 时 ,左边 = 1, 右 边 = 1, 成 立 . 


* 
п = kikar, >) ЗЕ DG + 2) = RHD HD+) 
2131 ! 
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nn 二 上 十 1 时， 


左边 = 十 At 十 DC + З) +029063) 


= G+ рЕ+2@+3®+4 = йй. 


故 上 述 结论 成 立 . 
загинаа 


AE ЁЛЕ лоо ое ооо © M, Xi T2 ist Н. 
换 位 置 视 为 同一 种 组 合 , 记 总 的 组 合 数 为 Cw ,zi 中 有 一 个 数 是 m 的 组 合 数 
为 Uw， 


Um = үтОот-+Е1)++Оп-++Ё—72) ‚‹А› 


a: Ag 
R- 
Cu = D) Um = тот + Dm +k — 1), (B) 
== ! 
证 明 :mm = 1 时 ,(B) 式 左边 = 右边 = 1. Ë m = NN 时 成 立 .m = N+ 
1 时 ， 
(B) 式 左边 = g p N EDN + 2)-=(N+k— D + ANN + 


1) (N+k—1) 


ENDON ED (N+ b) = 右边 , 故 结论 (B) 成 立 . 


注意 到 Un = Cu-vm， 由 排列 组 合 知道 这 个 结论 . 
下 面 给 出 (A) 和 牛顿 (Newton) 二 项 式 系数 的 一 个 联系 . 
Шм:1,2,3,4,++,т, 


Чыз1,3,6,10,-- Gn LD, 
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.mCm+ Dm+2) 
Uw:1,4,10,20,…-， 

...m(m + D) (m + 2)(m +3) 
Шы:1,5,15,35,+, = > 


m(m+1)(m+2)(m+3)(m +4) 
Цшы:1,6,21,56,++, 51 . 


Uom 至 Uw 所 给 出 的 数 都 对 应 牛顿 二 项 式 定理 (a 十 5b)" 中 的 系数 ,下 面 
的 三 角 又 称 为 杨辉 三 角 或 帕斯卡 (Pascal) 三 角 . 


五 .Ci = 》 Ui 与 上 次 宕 之 和 的 计算 


т=1 


Cu = Ý Un BETRE KEZA 90А 


S, = PHPH Hm = Dm. 


Usm = зут(т +1), 


S Ua 52 арлот+Е1› т(т+1) | 1 Sm 


= зто" +1) (т 4+2). 
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m(m+1) 


уа z 
Bm = зртоп + Dnt2) — ai 


= gg” m+) (2m +1), 


Dm = m+ D 2m + D. 
m=l 


S, = P H23 HHH 


oS gnon DO + 2), 
Уу. = У) эг" +2) т + У) зт 
= 1 < 


топ 10042) (п +3), 


ўд : топ 100т +1), 


1 п + 1) (2m + 1) 一 


È gm = gum + D (m + 2) (m + 3) 一 十 


出 
"О" +1) 
= (m+ 1). 


24 


我 们 得 到 : Yim = Tm (m + D. 
aal 
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第 六 章 ”关于 不 定 方程 的 哲学 思考 


对 于 不 定 方程 研究 ,数学 家 发 展 了 许多 数学 理论 ,也 使 一 些 问 题 的 研 
究 获得 了 进展 和 突破 . 费 马 (Fermat) 大 定理 的 证 明 ,是 20 世纪 数学 划时代 
的 成 就 . 对 于 不 定 方程 , 现 有 的 数学 理论 是 能 解决 绝 大 多 数 的 问题 ,还 是 只 
能 解决 极 少数 的 问题 呢 ?对 于 两 个 未 知 数 的 不 定 方程 , 当 它们 的 指数 是 2 
时 ,我 们 在 第 二 章 作 了 详细 的 介绍 ,找到 了 一 般 的 参数 解 及 解数 分 布 规律 . 
关于 三 个 未 知 数 的 , 当 它们 的 指数 是 2 时 ,我 们 也 找到 了 它们 的 参数 解 以 及 
某 些 情况 下 的 解数 分 布 规律 . 费 马 大 定理 是 关于 三 个 未 知 数 的 ,未 知 数 的 
指数 是 3 和 3 以 上 , 它 也 获得 了 完整 的 解决 . 需要 明确 地 指出 ,四 个 或 四 个 
以 上 未 知 数 的 不 定 方程 的 一 般 情形 ,我 们 没有 一 般 的 数学 理论 来 讨论 这 些 
问题 . 每 一 个 不 定 方程 有 它 的 特殊 性 ,所 有 的 不 定 方程 有 它们 的 共性 . 不 定 
方程 之 间 不 是 完全 孤立 的 ,我 们 需要 用 联系 的 观点 来 对 待 . 自然 世界 有 其 
确定 性 的 一 面 , 也 有 非 确定 性 的 一 面 . 数学 在 某 种 意义 上 ,也 是 自然 世界 的 
一 部 分 . 关于 数学 的 真理 ,有 一 部 分 在 决定 论 的 范畴 里 获得 ,是 否 有 一 部 分 
在 非 决 定论 的 范畴 里 获得 呢 ? 
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一 、 马 蒂 雅 谢 维 奇 (Matiyasevich) 等 对 希 尔 伯 特 
(Hilbert) 问题 的 回答 


希 尔 伯 特 问题 :是 否 存在 一 个 由 有 限 步 构成 的 算法 来 判定 不 定 方程 是 
BAM. 经 过 许多 数学 家 的 努力 之 后 , 马 蒂 雅 谢 维 奇 最 终 给 出 了 一 个 否定 
的 回答 . 存在 这 样 的 不 定 方程 , 它 没有 解 ,我 们 既 不 能 判定 没有 解 , 也 不 能 
判定 它 有 解 ,从 某 种 意义 上 来 说 ,数学 中 存在 一 些 不 可 以 判别 真 伪 的 命题 ， 
它 与 数学 理论 发 展 的 程度 并 无 关系 . 

一 个 不 定 方程 ,要 么 有 解 , 要么 无 解 ,两 者 必 居 其 一 ,这 是 一 个 逻辑 上 
的 必然 选择 ,但 这 并 不 意味 着 人 类 的 认识 能 力 一 定 会 给 出 一 个 正确 的 判 
Ж. 换 句 话说 ,人 类 的 认识 能 力也 并 非 万 能 . 我 们 可 以 对 马 蒂 亚 谢 维 奇 的 结 
论 作出 这 样 的 解读 . 


二 、 欧 拉 的 一 个 深刻 思想 


REUK +y" 二 ,nn 三 3 无 解 , 欧 拉 推测 十 台 十 … 十 Zi =лї, 
n >k Efn 二 上 时 有 解 . 

nn 是 不 定 方程 未 知 数 的 短 ,k 是 不 定 方程 未 知 数 的 个 数 ,不 定 方程 有 没 
有 解 直接 由 n 和 k 来 决定 , 欧 拉 这 一 思想 是 极其 深刻 的 ,新 的 数学 理论 包含 
了 欧 拉 这 一 简单 而 深刻 的 思想 . 当然 ,不定 方程 有 无 解 完全 由 n 和 k 来 决 
定 , 则 稍 有 点 片面 . z1 +z; = z! 无 正 整数 解 ,zi 十 zz 可 以 分 解 因 式 ,x 十 式 
+= +z = 又, 我 们 知道 ,n 宇 4 时 ,方程 左边 不 可 以 分 解 因 式 ,这 是 欧 拉 
的 推测 不 完全 正确 的 一 个 原因 . ДИ А = 5,21 4-07 1 а = лїп > 5,8| 
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用 欧 拉 的 猜想 有 : 

а +23 +2142 = лї ,п 之 5 时 方程 没有 正 整 数 解 . СА) 

下 面 将 (A) 与 费 马 问题 联系 起 来 : 

ЯТСА) 成 立 , 则 nn 二 5 时 ,zf 十 如 二 тї RAEE. СВ) 

下 面 对 (B) 给 出 一 个 简单 的 证 明 . 

ЧЕРВ: n > 5 BF ,z1 +z = 怠 有 一 组 正 整数 解 zio、zw、zs ,使 zf 十 
Iho = ху 成 立 . (zf + rb)? = (1) s Crio)" + (тюх)" + Оол)" + 
Садо)" = Cri)" APET Y ата Ба Һа = z! НЕОН = тї, 
<, = лу = Tim T4 = Zi，zs = rk, Л ЛЯ. 这 样 便 证 明了 结论 (B). 

H 2727 421 427 = z! n > 5 ЖЛЕ RRA HEH тї 22 = т}. 
n> 5 没有 正 整 数 解 . 

由 好 十 到 一 冯 家 二 5 无 正 整 数 解 不 可 以 推导 出 卫 十 好 十 双 十 妈 = 
aion > 5 没有 正 整数 解 . 

数学 家 怀 尔 斯 (Wiles) 已 完整 解决 了 费 马 猜想 ,这 是 数学 理论 发 展 取 
得 许多 成 就 之 后 的 一 个 伟大 的 结果 ,也 是 人 类 理性 的 光辉 . 

由 于 费 马 问题 仅 是 欧 拉 问 题 中 & — 3 的 一 个 特例 ,k = 4,k = 5, 为 任 
意 自然 数 呢 ? 

寻找 一 种 理论 来 讨论 欧 拉 问题 ,严格 地 说 , 欧 拉 的 猜想 也 只 是 不 定 方 
程 中 的 一 个 问题 , 寻找 一 种 理论 来 讨论 不 定 方程 有 无 限 组 解 还 是 有 限 组 
解 , 是 新 的 数学 理论 的 一 个 明确 的 目标 . 


三 \ 微 积分 的 建立 对 不 定 方程 研究 的 启示 


个 四 边 形 ,一 个 三 角形 ,一 个 椭圆 ,一 个 圆 , 从 拓扑 学 的 角度 而 言 , 它 
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们 是 等 价 的 . 换 句 话说 ,从 拓扑 学 的 角度 来 看 ,一 个 四 边 形 ,一 个 三 角形 ,一 
个 椭圆 ,一 个 圆 是 有 共性 的 . 

一 个 四 边 形 , 一 个 三 角形 ,一 个 椭圆 ,一 个 圆 ,或 者 是 用 一 条 曲线 封闭 
形成 的 一 个 单一 图 形 , 尽 管 它们 的 形状 各 异 , 但 我 们 求 其 面积 时 ,它们 却 有 
共性 :都 可 以 微 ,都 可 以 积 . 牛顿 和 布 莱 尼 茨 各 自 建 立 了 微 积分 . 

对 于 不 定 方程 ,建立 统一 的 数学 理论 来 判定 不 定 方程 是 有 限 组 解 还 是 
无 限 组 解 ,那么 ,就 需要 抽象 出 不 定 方程 的 一 般 共性 , 需要 指出 一 点 ,有 限 
组 解 是 包含 了 不 定 方程 没有 解 . 方程 只 有 一 组 解 ,方程 有 一 百 组 解 ,方程 没 
有 一 组 解 ,都 属于 方程 只 有 有 限 组 解 . 

方程 是 有 无 限 组 解 还 是 有 有 限 组 解 ,不 同 于 希 尔 伯 特 的 提 法 一 一 方程 
是 有 解 还 是 无 解 . 


` 非 决定 论 和 决定 论 对 不 定 方程 研究 的 启示 


在 我 们 认识 的 自然 世界 里 ,决定 论 和 非 决 定论 都 起 着 非常 重要 的 作 
用 ,它们 是 对 立 的 也 是 统一 的 . 量子 理论 就 是 建立 在 非 决定 论 基础 之 上 . 

不 定 方程 ,不 定 的 中 文 意思 便 含 有 不 确定 的 意思 ,但 关于 不 定 方程 研 
究 的 全 部 数学 理论 都 来 自 于 决定 论 . 

物理 学 中 有 一 个 著名 的 海 森 保 (Heisenberg) 测 不 准 原理 ,无 法 准确 测 
定 微观 粒子 的 动量 和 位 置 ,动量 和 位 置 的 不 确定 性 由 Ap x Ar > £ жй 
定 , 它 与 测量 技术 的 发 展 程度 并 没有 关系 . 

美国 数学 家 M. MRAM. Kline) 在 其 著作 《数学 ,确定 性 的 丧失 》 中 
提 到 :数学 同 自然 界 及 自然 科学 一 样 ,有 其 确定 性 的 一 面 ,也 有 非 确定 性 的 
一 面 . 当 我 们 看 到 非 确定 性 的 一 面 时 ,并 不 意味 着 原 有 的 确定 性 的 丧失 ; 当 
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我 们 看 到 确定 性 的 一 面 时 ,也 不 意味 着 非 确定 性 不 存在 . 如 果 我 们 信仰 数 
学 只 存在 确定 性 的 一 面 ,在 事实 的 面前 ,这 种 信仰 本 身 可 能 会 遭 到 动 播 . 
哥 德 尔 (Godel) 的 不 完备 性 定理 表明 , 现 有 的 在 数论 中 提出 的 问题 , 现 
有 的 数论 理论 并 不 能 予以 回答 ,这 种 可 能 性 是 肯定 存在 的 . 
对 于 不 定 方程 ,将 采用 非 决 定论 的 思想 和 方法 ,揭示 其 内 在 的 必然 的 
规律 . 受 非 决定 论 支配 的 不 定 方程 ,可 能 比 我 们 预想 的 要 多 得 多 . 


五 、 非 欧 几何 的 建立 与 公理 的 不 言 自明 


罗 巴 切 夫 斯 基 (Lobachevsky) HMHE (Bolyai) 建立 了 非 欧 几 何 . 我 们 
都 知道 欧 几 里 得 (Euclid) 平面 几何 . 欧 几 里 得 几何 有 一 条 等 价 的 公设 :过 直 
线 外 一 点 只 能 作 一 条 直线 与 原 有 的 直线 平行 . 这 条 公设 的 否 命题 的 几何 学 
在 逻辑 上 也 是 合理 的 ,这 就 产生 了 非 欧 几何 . 伟大 的 数学 家 高 斯 也 发 现 了 
非 欧 几 何 , 但 是 ,由 于 担心 引起 非议 ,他 没有 将 自己 的 发 现 发 表 . 后 来 ,高 斯 
的 学 生 黎 曼 (Riemann) 等 对 非 欧 几 何 作出 了 更 全 面 更 深入 的 研究 和 发 展 . 
罗 巴 切 夫 斯 基 和 鲍 耶 发 现 了 非 欧 几何 ,特别 是 罗 巴 切 夫 斯 基 , 他 将 他 的 一 
生 奉献 给 了 非 欧 几何 . 

爱 因 斯 坦 (Einstein) 建立 的 引力 理论 与 非 欧 几 何 联系 在 一 起 ,在 那个 
时 代 是 一 件 不 可 思议 的 事情 ,在 我 们 的 思想 里 产生 的 非 欧 几何 与 物质 运动 
的 空间 深刻 地 联系 在 一 起 . 

非 欧 几 何 的 建立 以 及 非 欧 几何 建立 的 初期 ,许多 数学 家 的 困惑 ,或 多 
或 少 动 播 了 人 们 对 公理 和 公设 不 言 自明 的 信念 . 

关于 不 定 方程 ,将 利用 非 决定 论 的 思想 ,采用 公理 化 的 方法 建立 一 般 
的 理论 . 
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六 、 对 新 的 数学 理论 的 一 个 基本 要 求 


对 于 一 个 新 的 数学 理论 ,如 果 它 可 以 用 来 处 理 已 有 明确 结论 的 数学 问 
题 ,那么 ,新 的 数学 理论 所 得 到 的 结果 ,必须 与 已 有 的 结论 相 一 致 . 笛 卡 尔 
(Descartes) 发 展 了 解析 几何 ,很 显然 ,解析 几何 所 得 结果 与 平面 几何 所 得 
结果 应 一 致 . 在 微 积分 建立 之 前 ,人们 已 经 会 求 正方 形 、 长 方形 和 球 的 体 
积 ,因此 ,用 微 积分 求 出 的 正方 形 ,长 方形 和 球 的 体积 必须 与 当时 已 知 的 结 
果 一 致 . 

解决 不 定 方程 问题 的 新 的 数学 理论 ,在 处 理 一 些 已 有 结果 的 不 定 方程 
时 所 获得 的 结果 ,必须 与 已 知 的 结果 一 致 ,这 是 对 新 的 数学 理论 的 一 个 基 
本 要 求 . 满足 这 个 基本 要 求 的 理论 并 不 一 定 正确 ,但 具有 一 定 的 可 信 性 . X: 
于 某 些 不 定 方程 , 现 有 的 理论 已 获得 许多 重要 的 结果 . 新 的 理论 来 处 理 这 
些 已 有 结果 的 不 定 方程 时 ,也 获得 了 同样 的 结果 ,读者 会 在 下 一 章 看 到 这 
一 点 . 

1993 年 ,哈佛 大 学 的 贾 弗 (Jaffe) 和 弗吉尼亚 理工 学 院 的 奎 因 (Quinn) 
在 美国 数学 会 的 (公报 》 上 发 表 了 一 篇 文章 (理论 数学 一 一 数学 和 理论 物理 
的 文化 综合 》, 他 们 认为 在 杂志 上 可 以 发 表 未 加 证 明 的 “推测 ”性 的 数学 论 
文 ,完成 “理论 数学 ”和 “证 明 数学 ”的 分 工 . 阿 蒂 亚 (Atiyah) , 3 ya 3⁄ 18. 
(Maclane) , 托 姆 (Thom) 、 芒 德 布 罗 (Mandelbrot) 、 巧 斯 顿 (Thurston) 等 一 
大 批 世 界 数学 大 师 对 此 发 表 了 看 法 . 阿 蒂 亚 等 多 数 名 家 赞同 贾 弗 和 奎 因 所 
提出 的 问题 ,麦克 莱恩 等 数学 家 则 表示 了 反对 . 

我 个 人 认为 ,数学 最 终 需 要 严格 ,但 是 ,一 个 重要 的 新 的 理论 或 新 的 思 
想 和 方法 ,可 以 发 表 , 由 更 多 的 人 来 检验 与 完善 它 . 我 们 知道 ,现代 的 飞机 
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生产 一 定 有 严格 的 质量 把 关 , 安 全 是 第 一 ,但 是 对 于 莱特 兄弟 而 言 ,最 重要 
的 是 让 飞机 飞 起 来 . 

牛顿 建立 微 积分 ,是 不 够 严格 的 ,但 是 , 微 积 分 的 历史 作用 是 巨大 的 ， 
对 现代 其 他 科学 和 数学 本 身 产生 了 深远 的 影响 . 对 于 早期 的 级 数 的 理论 ， 
也 存在 不 严格 的 的 地 方 ,甚至 错误 的 地 方 . 欧 拉 的 一 些 重要 发 现 也 不 是 严 
格 的 . 不 够 严格 的 数学 理论 会 逐步 完善 . 微 积分 的 严格 化 在 19 世纪 由 数学 
家 柯 西 (Cauchy) 等 完成 . 其 他 的 科学 也 是 如 此 . 意义 深远 的 新 思想 新 方法 ， 
可 能 需要 更 多 的 更 长 时 间 的 完善 . 人 类 对 整个 世界 的 认识 是 逐步 完善 的 . 
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第 七 章 ”关于 不 定 方程 的 新 理论 


高 斯 在 1816 年 给 朋友 的 一 封 信 中 写 道 :“ 我 的 确 承认 , 费 马 大 定理 作为 
一 个 孤立 的 命题 对 我 没有 多 少 兴趣 , 因为 可 以 容易 地 提出 许多 那样 的 命 
题 , 人 们 既 不 能 证 明 它 也 不 能 否定 它 . ”在 不 定 方程 中 ,全 世界 数学 家 花 了 
三 百年 时 间 ,解决 了 三 个 未 知 数 的 不 定 方程 ,四 个 和 四 个 以 上 的 未 知 数 的 
不 定 方程 ,我 们 没有 合适 的 理论 来 处 理 这 些 问题 . 

欧 拉 作 了 一 个 类 比 的 猜测 :z 十 好 十 … 十 区 = аот 2,6223 RE 
方程 无 正 整 数 解 解 . n 一 ,不定 方程 有 正 整数 解 . 费 马 大 定理 指 的 是 & 二 З. 
欧 拉 的 这 一 天 才 的 类 比 ,体现 了 “统一 的 思想 ”, 是 新 理论 的 一 个 重要 基础 . 

牛顿 和 莱 布 尼 芯 建立 微 积分 ,“ 微 ”和 * 积 ”, 找 到 了 事物 的 共性 . 不 定 方 
程 的 共性 是 什么 ?是 “不 定 ” 这 也 是 新 理论 的 又 一 个 重要 基础 . 

20 世纪 初 , 普 朗 克 (Planck) 、 爱 因 斯 坦 、 玻 尔 (Bohr) 、 狄 拉克 (Dirac) „ў 
ЖИЕ APEWE. Schrodinger) 等 建立 了 量子 论 . 我 们 的 世界 有 确定 性 的 一 
面 ,也 有 不 确定 性 的 一 面 ,它们 是 对 立 的 ,也 是 统一 的 . 数学 世界 ,特别 是 不 
定 方程 ,是 不 是 也 是 这 样 呢 ?如 果 是 这 样 ,那么 ,不 定 方程 需要 这 个 新 的 思 
想 作为 它 的 基础 . 思想 确定 后 ,需要 的 是 找到 方法 来 处 理 不 定 方程 . 

“简单 统一、 和 谐 ”是 新 的 理论 追求 的 目标 . 
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一 、 关 于 不 定 方程 无 解 的 一 个 判定 方法 


我 们 根据 现 有 的 数学 理论 ,给 出 不 定 方程 无 解 的 一 个 判定 方法 . 
Lm= H + xt + xP + Й m € Z,n € N. 


n= 1,т = rl +23 +r (A) 

GR, 十 1) 被 9 整除 ,余数 为 1， 

(ЗК, 十 2)? 被 9 整除 ,余数 为 8， 

(ЗК) 被 9 整除 ,余数 为 0. 

下 面 来 考察 也 十 好 十 刀 之 和 被 9 整除 后 的 余数 ,对 于 不 定 方程 (A), 显 
然 有 : 

(1) 0 十 0 十 0= 0， 

(2) 0 十 0 十 1 = 1， 

(3) 0 十 1 十 1= 2, 

(4) 1+1+1=3, 

(5) 0+0+8= 8, 

(6) 0+8+8 = 9+7, 

(7) 8+8+8=2X9+6, 

(8) 1+8+0 = 9+0, 

(9) 1+8+8=9+8, 

(10)1+1+8= 9+1. 

ЕАГИ], 21 +z; 4 # ЖИ 9 ERREA 0,1,2,3,6,7,8,{Н 
没有 4 和 5, 因 此 xm 二 9k 十 4,m = 9k 十 5 时 方程 (A) 无 解 ,kE Z. Е = 0, 
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我 人 有 ri +z + z = 4 É zl + z; + z3 = 5 没有 整数 解 . 
m = її + zš +25 +z + zš , (B) 
(SR, +D, (5R: +2)° , (5R; +3)° .(SR, +4)° ,(SR;)° 被 25 整除 的 余 
数 依次 为 1,7,18,24,0, 下 面 来 讨论 тї + z; + zà + zà + zš 之 和 被 25 整除 
后 的 余数 . 
(1)0 十 0 十 0 十 1 十 24 = 25 +0, 
(2)0+0+0+0+1 = 1, 
(3)0+0+0+1+1 = 2, 
(4)0 十 0 十 1 十 1 十 1 = 3, 
(5)0+1+1+1+1 = 4, 
(6)1+1+1+1+1 = 5, 
(8)7+0+0+0+0 = 7, 
(9)7 十 1 十 0 十 0 十 0 = 8, 
(10)7 十 1 十 1 十 0 十 0= 9, 
(11)7 十 1 十 1 十 1 十 0= 10， 
(12)7 十 1 十 1 十 1 十 1 = 11, 
(13)7 十 7 十 24 十 24 十 0 = 25 X2 十 12， 
(14)7 十 7 十 24 十 0 十 0 = 25 十 13， 
(15)7 十 7 十 0 十 0 十 0 = М, 
(16)7 十 7 十 1 十 0 十 0 = 15, 
(17)7 十 7 十 1 十 1 十 0 = 16, 


(18)7 十 7 十 1 十 1 十 1 = 17， 
(20)18 十 1 十 0 十 0 十 0 = 19, 


(21)18 十 1 十 1 十 0 十 0 = 20, 
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(22)18+1+1+1+0 = 21, 

(23)18 十 1 十 1 十 1 十 1 = 22, 

(24)7 十 7 十 7 十 1 十 1 = 23, 

(25)24 十 0 十 0 十 0 十 0 = 24. 

我 们 看 到 它 不 像 m= zi 十 如 十 如 存在 一 些 m 的 取 值 ,根据 整除 性 判 
定 方程 无 解 . 是 不 是 对 任意 整数 ,不 定 方程 m = тї + zi + zà + zà + zŠ # 
有 整数 解 呢 ? 

m = х1 +23 + хх} +z +z! + zà + z1, (C) 

(7R +1)'.(7R, + 2)" (7R: + 3)! ,(7R, + 4)", (ТК; + 5)' , (78, + 
6)7 (7R;)7 被 49 整除 后 的 余数 分 别 为 1、30、31、18、19、48、0. 

为 节省 篇 幅 , 直接 给 出 结论 :m 不 存在 某 些 值 , 根据 整除 性 判定 方程 
(C) 无 解 . 

т = хі +22 +25 + х1 + zŠ + 4% +? + rü + 5, (D) 

т = 816+ 10 ~ 17 不 定 方程 (D) 无 解 ， 

т = 81k +37 ~ 44 不 定 方程 (D) 无 解 ， 

т = 81Ё +64 — 71 不 定 方程 (D) 无 解 . 

说 明 :10 ~ 17 表示 10 到 17 的 正 整数 ,其 余 类 同 . 

т= Уз ‚(Е) 

不 存在 m 取 某 些 值 , 根 据 整除 性 判定 方程 (E) 无 解 . 

т = Уан 


不 存在 т 取 某 些 值 ,根据 整除 性 判定 方程 (F) 无 解 . 


不 存在 m 取 某 些 值 ,根据 整除 性 判定 方程 (G) 无 解 . 
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m= Уан 

不 存在 т 取 某 些 值 , 根 据 整除 性 判定 方程 (H) 无 解 . 

т= Уа 

不 存在 т 取 某 些 值 ,根据 整除 性 判定 方程 (1) 无 解 . 

m= Ўз 0) 

т= u+ ~ 27,т = 441k +67 ~ 77,m = 441k +119 ~ 176, 

т = 441k +218 ~ 223,т = 441k+265 ~ 275,т = 441k+316 ~ 321, 

т = 441k +364 ~ 375,m = 441k +414 ~ 419. 

m 取 上 述 值 时 ,不 定 方程 (J) 没有 正 整 数 解 . 

对 于 不 定 方程 m = тї"! 十 zx 十 x 十 … 十 z 织 ,根据 mm 的 某 些 取 
值 ,通过 整除 性 判定 它 没有 整数 解 是 非常 简单 的 ,但 ”的 取 值 越 来 越 大 时 ， 
计算 量 会 迅速 增 大 . 

下 面 来 讨论 指数 为 偶数 的 情况 : 

2.т = x" + xf Б + xE. aom E Z.n € N. 


ЖЖ n = l,m = zi — z, (K) 
(2k +1)? , (2k) 被 4 整除 的 余数 为 1.0,zi 一 如 被 4 整除 后 的 余数 如 


(1)0—0=0, 
(20—1=4х(—1)+3, 

(331—1 =0, 

(1—0 =1. 

由 此 知 4k +2 = zi — z; 没有 整数 解 . 
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т = zi +z: + zi — riL) 
т = 16k 二 4,16k 十 5,16k 十 6,16k 十 7,16k 十 8,16k 十 9,16k 十 10,16k 
十 11,16k 十 12,16k 十 13,16k 十 14 时 不 定 方程 (L) 没有 整数 解 . 


m = хї+4}#+х%#+х4{+х4%—х{,(М) 


m =36k+6,m = 36k+-7,m = 36k+15,m = 36k+16,m = 36k 十 24， 
m = 36k +25,m = 36k +33,m = 36k + 34 时 不 定 方程 (M) 没有 整数 解 . 

m= zl + zi + zi +z) + zŠ + zü + zŠ ak (N) 

т = 64k +8 ~ 30 Ж т = 64k +40 ~ 62 时 不 定 方程 (N) 没有 整数 解 . 

m= Dar — xi, (0) 

m= Т 10 ~ 22,т = 100k +33 ~ 46,m = 100k +58 ~ 71,т = 
100k +85 ~ 94 时 不 定 方程 (DO) 没有 整数 解 . 

s Ха? ai P 

m= re 12 ~ 16,т = 144k +28 ~ 46,т = 144k +57 ~ 63,m = 
144k +75 ~ 79,т = 144k +92 ~ 97,т = 144k +107 ~ 126,m = 144k + 
138 ~ 142 时 不 定 方程 (P) 没有 整数 解 . 

т= Sat — zii (Q) 

RD OR ren URTI URI 被 196 整 除 后 
的 余数 依次 为 1,116,117,128,165,148,49,148,165,128,177,116,1,0， 
Уа} — zl 被 196 整除 后 的 余数 可 以 是 0 ~ 195 中 的 任意 -个 数 .不 存在 
т 取 某 些 值 ,根据 整除 性 判定 方程 (Q) 无 整数 解 . 是 不 是 对 所 有 的 整数 m, 
不 定 方程 (Q) 都 有 整数 解 呢 ? 

需要 指出 . 党 除 性 与 不 定 方程 的 解数 分 布 规律 可 能 存在 一 定 的 联系 . 
例如 ,在 后 面 的 章节 导出 了 >| + zj + z = zi 的 解数 分 布 规律 为 NCm) ~ 
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了 这 机 lnm, 其 中 系数 ct 可 能 与 整除 性 有 一 定 的 关系 ,需要 进一步 的 研究 . 


这 里 所 作 的 讨论 ,是 简单 的 ,也 是 很 小 的 一 部 分 . 在 后 面 ,我 们 要 讨论 
的 问题 ,需要 决定 论 的 理论 和 非 决 定论 的 理论 统一 . 


二 ,不 定 方程 的 平凡 解 


D 没有 常数 项 的 多 项 式 不 定 方程 ,其 解 有 公约 数 的 为 平凡 解 . x? 十 
у? == ,32 + 4° = 52 ,(3m)° + (4т)° = (5т)?%,т >2,m € N,3m,4m,5m 
为 方程 的 平凡 解 . 

(2) 不 定 方程 的 对 称 解 为 平凡 解 .ww qut = r + y'r = wy = u fii 
是 方程 的 平凡 解 . 2' + 1° = 1 十 24 为 平凡 解 ,1334 十 1344 = 59! 十 158: 为 
非 平 凡 解 . 

(3) л" er," = у" 及 类 似 的 方程 导出 的 解 为 平凡 解 . xix? = 
VRIJE zx! = ,л› = Sry 二 5557 为 方程 的 平凡 解 . 

对 于 不 定 方程 ,ziz = y 十 31, 只 有 有 限 个 整数 解 . 而 а = y 有 无 
限 多 的 平凡 解 . 

(4) 由 某 些 恒等式 导出 的 不 定 方程 的 解 为 平凡 解 . x' 十 4y’ 十 6y? 十 4y 
十 1 = z ,将 不 定 方程 改写 为 :x' 十 (y 十 D1 一 y' = zZ,r=y=t,x=t+ 
1 为 方程 的 平凡 解 . z 十 4y 十 6y 十 4y 一 14 = z' ,将 不 定 方程 改写 为 :x! + 
(y+ 1)! = z +y + 5,zr = е = tsy = 1 为 不 定 方程 的 平凡 解 . 

(5) 对 于 不 定 方程 f(zi оло зо) = Оулу олоо, 的 指数 是 nn. 记 
ау = gi (0) £2 = g2(t) pts En = в, (0). Ш РО одо ое о,) = АС). hA) 
= 0, W] у = gi (0) ,zx = gx (0) rts z, = ga) 为 不 定 方程 的 平凡 解 . 

m= +y += 二 2,T 二 1 十 68 ,y= 二 1 一 68 ,z= 二 68 ,根据 定义 为 不 定 方 


第 七 章 ”关于 不 定 方程 的 新 理论 | 57 
程 的 平凡 解 . 
由 2Cs = 2? y HH НИЕ x = 6C,y = (6 +1)C,z= = (— 60 
十 DC 为 平凡 解 . 
在 这 里 我 们 讨论 了 一 些 平凡 解 ,是 为 了 后 面 讨论 问题 的 方便 . 


三 ,不 定 方程 的 解数 


不 定 方程 的 解数 :不 定 方程 非 平 凡 解 的 数目 . 

Wm: Hy = 2,1 过 xz 过 17 时 , 非 平凡 解 为 3 十 4? = 5°,5° 十 122 
= 13,15 十 8: = 17?,z < 17 时 不 定 方程 的 解数 为 3.1 委 = 过 25 时 ,还 有 
T? + 24° = 25°,« < 25 时 不 定 方程 的 解数 为 4. 


,最 简 多 项 式 不 定 方程 f(xi.x;, i. x,) = 0 


整 系数 多 项 式 f(z1 ,x2，,…,zx,) = 0 在 有 理 集 上 不 可 以 分 解 因 式 , 称 
Рб наод) 一 0 为 最 简 多 项 式 不 定 方程 . 

整 系数 的 多 项 式 不 定 方程 f(z оло оед) = 0 可 以 在 有 理 集 上 分 解 
因 式 ,那么 ,f(z1,zs，…,zx,) = 0 可 以 转化 为 若干 最 简 多 项 式 不 定 方程 
求解 . 

а^ 4а? у? + 4у 一 2 在 有 理 集 上 不 可 以 分 解 因 式 ,根据 图 埃 定理 ,我 们 
知道 方程 x' — 4222 十 4y' 一 2 一 0 只 有 有 限 个 解 ,事实 上 一 组 整数 解 都 没 
Жж. 

a — Ar 十 4y' 一 1 在 有 理 集 上 可 以 分 解 因 式 ,根据 图 埃 定理 并 不 能 
判定 它 只 有 有 限 组 解 ,事实 上 ,z 一 4z?y 十 4y' 一 1 = 0 变 为 (x? 一 2y 一 
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D(z? 一 2y + 1) = 0, 方 程 有 无 数组 解 . 


五 .最 简 多 项 式 不 定 方程 的 分 类 


下 面 将 最 简 多 项 式 不 定 方程 进行 分 类 ,以 便 问题 的 讨论 . 

第 一 类 最 简 多 项 式 不 定 方程 : 若 最 简 多 项 式 不 定 方程 frio sss.) 
= 0 已 被 逻辑 证 明 无 整数 解 或 仅 有 有 限 组 整数 解 , 则 称 不 定 方程 为 第 一 类 
最 简 多 项 式 不 定 方程 . 

2214221 211 = 221-1 为 第 一 类 最 简 多 项 式 不 定 方程 ,显然 它 没有 
一 组 整数 解 . x 一 y* = 3, 只 有 两 组 整数 解 ,为 第 一 类 最 简 多 项 式 不 定 方程 . 

根据 前 面 的 结果 ,我们 由 对 十 地 十 于 一 过 一 164 十 4 没有 整数 解 ,得 
8] ri +22 4-21 二 zi 十 4 没有 整数 解 .zi 十 翅 十 吉 二 式 十 4 也 为 第 一 类 最 
简 多 项 式 不 定 方程 . 

第 二 类 最 简 多 项 式 不 定 方程 :最 简 多 项 式 不 定 方程 f(x ,za ，…zv) = 
0 已 被 逻辑 证 明 有 无 限 组 整数 解 , 则 称 不 定 方程 为 第 二 类 最 简 多 项 式 不 定 
方程 . 

第 三 类 最 简 多 项 式 不 定 方程 :最 简 多 项 式 不 定 方程 不 属于 第 一 类 和 第 
二 类 最 简 多 项 式 不 定 方程 , 则 称 它 为 第 三 类 最 简 多 项 式 不 定 方程 . 


六 、 最 简 多 项 式 不 定 方程 f(x охооо) 二 0 的 解数 


最 简 多 项 式 不 定 方程 f(z олсо еол) = 0 的 非 平 凡 解 的 数目 称 为 最 
简 多 项 式 不 定 方程 f(z ,zs，,… ,zx,) = 0 的 解数 . 
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七 、 最 简 多 项 式 不 定 方程 的 量子 解 及 量子 解数 


最 简 多 项 式 不 定 方程 f(z оо ое) = 0,34 rize sz, 取 一 组 整 
数 raza To i? g(z,) = f EnEn t To Tn) 1 g(z,) = 0 
的 z, 最 大 实数 解 为 xu,P = 为 不 定 方程 的 量子 解 ,g(x,) 
= 0 没有 实数 解 , 记 Р, = 0. 

量子 解 的 含义 是 指 不 定 方程 g(x,) = 0 时 ,zx, 可 能 是 整数 的 概率 ,当然 
也 可 以 用 其 他 的 表现 形式 . 

量子 解数 :最 简 多 项 式 不 定 方程 FCzi,zz，…z,) 二 0, 量子 解 之 和 为 
不 定 方程 的 量子 解数 . 


1 
| glaa +1) | 


八 、 基 本 公设 


公设 1 对 于 第 一 类 和 第 二 类 最 简 多 项 式 不 定 方程 , 若 量子 解数 有 限 ， 
则 不 定 方程 的 解数 有 限 . 

公设 2: 对 于 第 二 类 和 第 三 类 最 简 多 项 式 不 定 方程 ,车 量子 解数 无 限 ， 
则 不 定 方程 的 解数 正比 于 量子 解数 

由 公设 2 得 : 

推论 1: 对 于 第 二 类 和 第 三 类 最 简 多 项 式 不 定 方程 ,不 定 方程 的 解数 分 
布 规律 为 D3 P,, 不 同 的 问题 ,可 取 不 同 的 < 什 . 


九 、 新 的 数学 理论 的 运用 


关于 不 定 方程 , 现 有 的 数学 理论 已 获得 了 许多 重要 的 结果 ,用 新 的 数 
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学 理论 来 讨论 这 些 问题 .所 获得 的 结果 应 该 与 现 有 的 理论 所 获得 的 结果 一 
致 .新 的 数学 理论 会 得 到 新 的 结果 , 它 的 真理 性 要 接受 实践 的 检验 . 


1. 对 已 有 结论 的 数学 问题 用 新 的 理论 来 讨论 


图 埃 (Thue) EM:n > 3, f(u) = aou" Haru" +e +a, iu +a, 是 一 
个 整 系数 多 项 式 , 它 在 有 理 集 上 不 能 因 式 分 解 , 则 不 定 方程 wz ai" y 
+ +a, zy" Балу" 一 C 仅 有 有 限 组 整数 解 z,y'C 为 已 知 的 不 等 于 零 的 
整数 . 

HE п = 3,aoz Hair’ y + azz=y? + asy' — C = 0. 

у= y Bf, g(z) = aor + аул? у, +aszyl + ayl — С. 

ту JE g(z) = 0 的 一 个 最 大 实数 解 . 

&(х\) = аі + аліу + алу + азу) — C = 0 , ЖЕШ 


1 


为 [gn +T T° 


gla + 1) 

= ааб + 1)! a (zi +D’ yi Halar + Dy ayi — C 

= ao 好 十 3ao 好 十 3aozi 十 ao 十 aziy +2a, xı yı Һау ++азх\ уй +a, yt 
+a yl —C 

= ao 好 十 四 好 Hazzı yi +a, + уй —C+33a ri +3aozi Бао +-2аух\у‹ 
+ау 十 az 好 

= 3 好 十 3aozi 十 ao 十 2aizi Бау Базу. 


当 足够 大 时 ,gCzi 十 1) ~ Зао Б аллу + азу]. 


由 于 lim 2 = mpu 是 f0) = 0 的 最 大 实 根 . 


ne У 


glz +1) ~ Зао (yiu)? +2a (лш) y 十 oz 好 
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= (Заоиї + 2а: + az) yi, 


1 Ре 1 > 1 
lgi +0 | — | 3 +2aaa +a: | Яй” 2 | Зай да +a | 
收敛 . 不 定 方程 量子 解数 有 限 , 故 方程 的 解数 有 限 . 


С= ош, HSD = 0 fJ — 48, /Си) = 0 的 根 均 为 无 理 数 , 故 不 可 


能 有 整数 zy 使 为 无 理 数 . 对 于 一 般 的 情形 ,y 足够 大 ,y >m. 

g(a + 1) ~ mort’ 十 人 一 1)azfr2w + (п — Dart y ++ 
Hamy. 

Jim a = uu Jë f(u) = 0 的 最 大 实 根 . 


gla +1) ~ [mout + (п – аит? + (п —– 20агит ? + Hani ЈУГ! 


= Ayr ,A 为 常数 . 


Гат ТАТ # УЭ тл" 


Aom 


n> 3 时 收敛 ,量子 解数 有 限 , 故 不 定 方程 确定 解数 有 限 . 
= 2 时 ,对 于 第 二 <; аа ЫЕ ЧЫЛ. 
n= 2 时 ,对 于 第 二 类 最 简 不 定 方程 ,2 TXT урт] ГАТ!” 


确定 解数 分 布 规律 为 N(n) ~ clnm, 这 正 是 我 们 第 二 章 讨论 的 二 元 二 次 方 
程 的 分 布 规律 . 用 新 的 理论 导出 的 分 布 规律 与 我 们 已 知 的 分 布 规律 是 一 
致 的 . 

虽然 图 埃 定理 是 关于 两 个 未 知 元 不 定 方程 的 一 个 普遍 性 的 结果 ,但 还 
是 有 许多 两 个 未 知 元 的 不 定 方程 并 不 在 图 埃 定理 的 讨论 范围 内 . 

Dr = 2y' 一 1 是 否 存在 无 限 多 组 正 整数 解 ? 

数学 家 伦 格 (Ljunggren) 已 经 证 明了 不 定 方程 x? = 2y 一 1 只 有 有 限 
组 整数 解 . x! = 1,y = 1;z; = 239,y = 13 是 方程 的 整数 解 . 
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解 :下 面 来 讨论 这 一 问题 . 
yiyi = 2yl — 1, € N,y € N. 
(ху) = лї —2yl + 1 = 0. 
в +D 一 (z 十 1 一 2 对 十 1 
== +22 十 1 一 2 对 十 1 
= zi —2yi+l1+2r +1 


= 221 +1. 


1 Жет EA 1 
EM 1 = 25 1 2а FEA I 


s 
Da = y +17 是 否 有 无 限 多 组 正 整数 解 ? 

Ж. у 是 y 的 一 个 取 值 ,yw € Nri 一 中 十 17,z € N. 
gln +10) = (zi 十 1) 一 站 一 17 


收敛 , 故 量子 解数 有 限 ,方程 只 有 有 限 组 正 整数 解 . 


= zl +4ri +6ri 4л + 1— yi —17 
=ол{— у} —17+4rl+6zrl+ 4zi + 1 


= 41} + 611 + 4л +1 


1 х 1 1 1 
Та 6 ла 1 Sand уру 


> =: 收敛 , 故 不 定 方程 量子 解数 有 限 ,不 定 方程 的 解数 有 限 . 
ят! 4уй 


z = 3,y = 4 是 方程 的 一 组 正 整 数 解 . 
Ga += = 2y' 十 16 是 否 存在 无 限 多 组 正 整数 解 ? 
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Bri +r 一 2y 十 16,r € №у € N. 
gla) = zi += —2yi — 16 = 0. 
в + 1) = (m + 1)! + (z +1) —2yl —16 
一 才 十 4 好 十 6zi 十 4z +1+xz +1— 2y 一 16 
= 42} +634 +45 +22 47 > 4уў. 


1 О, DE 
Гаа +01 < S+ 


У, етйат. нна У) 4< 
> 4уў = Ayi 
量子 解数 小 于 1.z = 2,y = 1 是 方程 的 一 组 解 . 

CDaa = 2у] — 1 是否 有 无 限 多 组 正 束 数 解 . 


解 : zx? = 2yi—1,z, € N,y € N. 


дб) = хї —2yi + 1 = 0, 

gai +1) = G + 1) 25 +1 
= 114 3а + 3а +1— 2y +1 
= 3лї +32, +1 > 321, 


1 1 1 = 1 
и <s = И” Уд; 
Га +0 | "322 3 YOA- 13 0 1)? 


S PLA ALAT FE ЕЙ. x! = ly = 1;л› = 23, = 78 是 方程 
的 解 . 

2. 法 尔 廷 斯 (Faltings) 证 明了 莫 德 尔 (Mordell) 猜想 之 后 给 出 了 一 个 
Hit +y =en 三 4 只 有 有 限 组 正 整数 解 

下 面 用 新 的 数学 理论 来 推导 这 一 结果 . 

Ж. т< my < m.m € N. 


论 不 定 方程 
根据 前 面 的 排列 组 合 知识 有 : 
(1.1) 
(2,1) (2,2) 
(3,1) (3,2) (3,3) 


(m,1) (m.2) (m,3) … (m,m) 
g(xi) = z —z— y; = 0. 
gi + 1) = (z, + 1)” — z; —⁄ 


= Сат + Cer? +e mi + та, 


МЧА тут < =i 


glz) = —1"—1"=0 


glz) = 258—2" — 1" = 0, 


g(z) = 21 — 3" — 1" = 0, 
glz) = 2—3" —2" = 0, 
glz) = 2 —3" —3" = 0, 

ай = "+" =2,z =2:>1, 
z = 2" +1",z > 2, 

#4 = 2" +2*,z, > 2, 

== 3" +1",z >3, 

z = 32", >> 3, 


z = 3" +3",z > 3, 
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二 i =} т. 
2 Тєє T < ат <+ yr 


1 1 
X1+2rX2+2rX8+ 


ИБ aquqa 
m 


= 1 1 1 L... 1 ass 十 
F ша = ыс кел ШЕ С 


п> 4], ЖК. t Tt ЖОЕ. ЭГЕН ЖОШ. 

对 于 nn 二 3,T 十 y 二 x 没有 正 整 数 解 ,新 的 数学 理论 并 不 能 判定 它 只 
有 有 限 组 正 整 数 解 . 

а Бу! 二 x 十 a, 对 于 任何 整数 a, 新 的 数学 理论 指出 ,不 定 方程 只 有 有 
限 组 正 整 数 解 . x + y' = 27 十 a, 存 在 许多 整数 4, 方程 有 无 限 个 正 整 数 解 . 
а +y = “十 4 没有 正 整 数 解 ,前 面 已 经 讨论 过 . 

下 面 来 讨论 几 个 类 似 的 问题 . 

MDa + y" = L 有 无 限 多 组 正 整数 解 吗 ?m 22 З. 

解 :zf = m+ yD, 

(т) = 219—2 — yl, 


#(& + 1) = (z, +D — у > ntz", 


1 А S 1 
RTRA сс 二 |， 量子 解数 为 2 p pop HAARA 


WA z, < m,y, < m,m € N. 
(1.1) 
(2,1) (2,2) 
(3,1) (3,2) (3,3) 


(m,1) (m,2) (m,3) = (m,m) 


论 不 定 方程 
g€) = 219-11 = 0,41, 
g(z2) = 219—2" — 1" = 0,202 2°, 
g(23) = 219—2" —2" = 0,z > 208, 
g(zO = 219—3" 1" = 0,z 过 3 市 ， 
(zs) = g? — 3" —2" 二 0,zs >", 


glz) = RP — 3" —3" = 0,z > 3, 


1 А 1 са ; | A 
È TESTDT< 22 npor 0+2 ар +3Х 
1 

— te+mx 
зе 

ей 

рле» 

,ss 2_ ` 

п 39 =j 2Ha е | {к п 2>3 ИЖ. 

量子 解数 有 限 ,确定 解数 有 限 . 


(2) 不 定 方程 十 y" = x 十 1,n 三 4, 对 确定 的 n 而 言 ,方程 仅 有 有 限 
组 非 平凡 解 . 

йт" ==' 或 y" = с" 为 方程 的 平凡 解 . 

2+1=2 +y, 

g(z) = +1-а— 5, 

в +10) = (z 0" 12 у > тї! 


量子 解 为 < т 由 排列 组 合 知 识 有 x < т. у < 


| g(z; т 


т.т € N. 
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(1.1) 
(2,1) (2,2) 
(3,1) (3,2) (3,3) 
От,1) (m,2) (m,3) … (m,m) 
2+1=1" +I,= = 1, 
2+1=2" + ,z = 2, 
2+1=2" 42", > 2, 
21 +1 = 3" +a = 3, 
zZ +l = 3" +2",z; > 3, 


1+1 = 3" +3" z > 3, 


= — 1 = I; i А 
У театрт < 22 жит От 
т < Ly 
т 
Es Ч ee 
nt re 


nn 三 4.m 一 十 中 时 ,上 述 级 数 收 伍 , 不 定 方程 只 有 有 限 组 正 整数 解 . 
"三 2, 不 定 方程 是 否 有 无 限 多 正 整数 解 呢 ? 


g(z) = 2—10 — уі = 0, 


#(е-Е1) = (z +1)"— £ у. 
1 Т 
量子 解 为 [zcz рту "由 排列 组 合 知识 有 : 


(1,1) 
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(2,1) (2,2) 
(3,1) (3,2) (3,3) 


(т,1) (m,2) (m,3) = (m,m) 
g(z) =ñ, < z < 22, 

иб) = 20—00 — 2,25 << 72х2*, 
(а) = #1—2#—2,:* < =a < 2 x 2° , 
gza) = 21—32 — 18,35 < = IX, 
glz) = A3 — 22,39 < x, <72x 3°, 


gla) = 20—37 — 32,37 < = < 2 x 3°. 


+= i 
量子 解数 为 2 re i: 


тот) 
2 


1 1 1 2 8 m 
ксн Sra < жоры Косыл Геп 


+) тй, 
1 mZ 


1 1 
de 


#(&-+Е1) = (z, + 1)" а — у 
=#+С tr tly 
= Ciz 全 十 Csz 人 十 … 十 1 天 2"z 人 六 


at 
el 
21 |#GrF1 | 2 
1 1 2 3 m п 1 
> 2" х Т =» + ртт т» кут Хт". 


量子 解数 为 NCm) ~ Ст? от 一 二 oo, 量子 解数 无 限 ,不 定 方程 的 解数 
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无 限 . 
下 面 给 出 不 定 方程 = +y = z ,n > 2 的 参数 解 ,其 中 i 二 /—1. 
x = t + Ct"? Ciu)? + Ch" Ciu)" ++ +++СГ#сш)®, 
nn 为 奇数 ,2k = n 一 1;n 为 偶数 ,2k = n. 


= Сити Ce O 


а 十 CM НО шша, 


nn 为 奇数 ,2L 十 1 = пуп 为 偶数 ,2L 十 1 = nl. 


а= +u, i= 1,1" =—1,i" = 1, 之 wustwu 一 奇 一 偶 ,(1,u) 
一 1. 

Ё а-у = U+ iu)", іу = (1 一 iu)", 即 可 求 出 上 述 参 数 解 . 

п= 3,2 Бу = 2,0 4112 =5, 

х= ё — Зи? ,у = Зи — и, = Ë +u, 

п= 48,22 +y = 21,72 +24 = 5', 


x= t — 6и? + и! ,у = зи — Аш? sz = 2 +. 


п= 5 ,а +y = 27,41 438° = 5°, 

x = Ё — 100и? + 5ш! sy = 5и — 10и? + и ,= = Ë +u, 

方程 的 参数 解 表明 z 十 y = z 有 无 限 组 解 . 

可 进一步 证 明 ,z 十 交 一 之 的 解数 分 布 规律 为 Nm) ~ 去 wz 不 超过 
m. 事实 上 ,三 十 二 ,在 zx,y 不 超过 m 的 解数 分 布 规律 为 N Gm) — Ст? 
设 < 不 超过 m, 可 得 zx,y 不 超过 m ,NGm) — Сот?) = Gn. 

可 以 看 到 ,用 两 种 不 同 的 方法 求 得 的 解数 分 布 规律 是 一 致 的 ,只 是 新 
的 数学 理论 不 能 定 出 C 的 具体 数字 而 已 . 

З. 怀 尔 斯 证 明了 费 马 大 定理 x" 十 y" = z" 没有 正 整 数 解 


下 面 用 新 的 数学 理论 来 讨论 这 个 问题 . 


论 不 定 方程 
解 :z? = + у, 
800) =g y» 
gazit 1) = (z, + 1)" — z? — y! ВНР G HHI : 
(1,1) 
(2,1) (2,2) 
(3,1) (63,2) (3,3) 


(т.1) (m,2) (m,3) ++ (m,m) 
g(z =1—1"—1" = 0,z = 021, 


EG T 1) = (8-1 — r > — 3, 


glz) = 2) — 2" —1"”,z > 2, 


glz) —2" — 2", > 2, 


gla) = 41—3"—2" = 0,2; > 2, 


glz) = &—3"— 2", > 3, 

glz) = 25 — 3" —3",z > 3, 

mit 

š 1 D ioga 1 ; 

> Гас +I] 9—2 29103 Харт Tm 
УВІ те Кы 

кате ект ааа ар 

ааа теат = Se 


са УУЗ ыбы 
?一 5 时 , 记 TSDT 一 Si， 
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Ln Га] =з 


‚ 
DS = S. +S; +S +: +S. 


根据 级 数 的 性 质 ,S, 都 是 有 限 的 数 , 下 面 来 讨论 ,lim >s, 的 和 . 


im DS 

t j=4 

К с i 
T 1 TERT пб Says Mode, 
=з рх Х е + +0 хрв 


= 1 +1 Ў Lo 

merie aaa 4 00-0 4 > кїт 

S1 1 ТІ 1 

<rt тя Е) 
2 

=S L ену 

EE 2 6 

ка Жз ж 

-ET 2 

а 

kai Sar: 

=1; 


n SA RENEE z" + y" = z" 的 全 部 量子 解数 之 和 小 于 1, 对 所 用 


而 言 , 只 有 有 限 组 正 整数 解 ,因此 ,必定 存在 一 正 整数 M,n >M hha" + у" 
一 没有 正 整 数 解 . 这 一 结果 和 怀 尔 斯 的 结论 是 相 容 的 ,当然 , 怀 尔 斯 的 结 
论 更 加 明确 和 完 


给 出 更 一 般 的 形式 . 
对 任何 整数 a КА В а" +y" 一 之 十 2 二 4, 一定 存 在 正 整数 M. 
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n> MIN. ASE Jy Pë а" + y" = 2" 十 a 没有 非 平凡 正 整数 解 .a 值 不 同 ,M 可 
能 不 同 . 

例如 ,十 y= 二 x 十 12117361,n 宇 4, 一 定 存 在 正 整 数 M,n 宇 M 时 不 
ЖЭР z" +y" = z" 十 12117361 无 正 整 数 解 ,n = 4 时 ,方程 有 解 x = 133, 
у = 134,z = 158. 

ЖЖЖЖ ЕЖ а" + y" = z" П z" + y" = Haa = 0[ў— 
个 特例 . 

由 于 新 的 理论 只 能 区 分 有 限 组 解 和 无 限 组 解 , 它 并 不 能 作出 x 十 y" = 
z" {Еп 三 4 时 没有 一 组 解 的 结论 . 但 新 的 理论 还 是 明确 地 指出 ,对 所 有 的 n 
三 4 而 言 ,方程 只 有 有 限 组 解 . 


4L + у" =w +v WERKIE 


数学 家 已 经 证 明了 n= 二 2,3,4 方 程 有 无 数组 正 整数 解 ,n 二 2 时 ,zx? + y 
= w +, т? = и? M = 妨 这 种 平凡 解 . 设 

х = |с +b — a’ — 2с +2аЬ |, 

у = | +а? — 2 — 2ас + 2ab |. 

ш =|— (a: +b + )+2(a+b)+c|, 

ъ= | с – (а +b) |. 

HFC + — а? — 26 + 2ab)° + Сс? + a° — b° — 2ac + 2аЬ)? 

= (2ас + 206 — а? — ° — с?) + (2 —–а? — 22, 

еа? + у* = u? + HERAF. 

其 中 a € Z,b € Z.c € 2,а £ с,Ь с, (а,Ь,с) = 1. W 5 +5 = 7° + 
12,8' +72 = 3° +1. 


XF n= 3.z' + y' = и? +u RAR Hardy) 一 拉 玛 努 金 (Ramanujan) 
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数 1729 满足 10: 十 9 = 12° + 1° = 1729. 

进一步 的 还 有 : 

167° + 436° = 228 + 423° = 87539319, 

1926: + 1608° = 1939° + 1589° = 11302198488. 

п= 4,1 +y = uw +u, 

133! + 134* = 59! + 158' = 635318657. 

ИЖИ т" + y" = u" to'n 2 5. 

Ë +< m.y < m.m € Z, 根 据 前 面 的 排列 组 合 知识 有 : 

(1.1) 

(2,1) (2,2) 

(3,1) (3,2) (3,3) 

От,1) (m,2) (m,3) (m,4) … (m,m) 

Ti +y = wi Hwi = ai Hyi» 

gw) = wi — (ri Hyi), 

gliw) =w – а Бу 0), 

вби + 1) = Gu, tD" — (z? +- y) — U) 
tm 10) +w (+y 0) 


= (wm + 1)" — w; > тш]. 
КЖЕ, B o < w. 
wi = 2" +1"— 1" > nX1” 1, > 1, 
ий = 2" 2" — 1" >nX2"!,w > 1, 
uq = 3" +1" —2" > nX 2"1,uy > 2, 


wi = 3"'+1"—1" >п х2", > 2, 


论 不 定 方程 
ий = 3" 4-2" — 2" > п 2"! ,ws > 2, 
xü = 3" +2" — 1" >п х2 ,и > 2, 


=й = 3" 43" — 2" > nX2”1,u, > 2, 
ий = 3" +3" — 1" >n X2"1,uy > 2, 
u = 4" +1" — 3" > nX 3" w > 3, 
uwi = "+ 1" —2" > п х 3" w > 3, 


== L Жы ш 
ГЕби 1] жг 


ТОЕТ Л yT 


mi п; 


а 
去 元 [1X2 十 3 


Х2х3+1Х3х4+ +h XmX(m+1 


tahte hteo +a 


+07. 

nn 三 5 时 ,上 述 级 数 之 和 收敛 ,量子 解数 有 限 ,方程 只 有 有 限 组 解 . 

二 5 时, 上述 级 数 之 和 二 专 X 雪 二 0.7. 

数学 家 对 不 定 方程 т 十 yw = и? 4а? 进行 了 研究 ,zx 十 < 1.02 X 
10”, 没 有 找到 正 整 数 解 . 这 个 方程 如 果 没 有 正 整 数 解 ,根据 量子 解数 的 计 
算 结 果 是 很 正常 的 . 
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对 于 不 定 方程 三 十 着 十 可 一 ut +u + Ш P у T = w + 
丰 十 地 ,数学 家 布 鲁 德 诺 (Brudno) 进行 了 研究 , 上述 两 个 方程 都 有 无 限 组 
正 整 数 解 . 
根据 新 的 数学 理论 ,对 于 不 定 方程 补 z = УУ]. 
(1)2т 之 时 ,不 定 方程 有 无 限 组 正 整数 解 ， 
(2)2m < n 时 ,不 定 方程 只 有 有 限 组 正 整数 解 . 


5. 欧 拉 猜想 


КФА ат Hait r a = rion > k WARED FEGA TE R 
n <k 时 不 定 方程 有 正 整 数 解 . 

现在 书 上 所 指 的 欧 拉 猜 想 是 指 不 定 方程 ri ta = ri k > 
4 没有 正 整 数 解 . 

ХРА = 3, 二 十 好 一 寻 , 欧 拉 给 出 了 一 个 证 明 , 方 程 没有 正 整 数 解 . 在 
此 基础 上 , 欧 拉 作 了 一 个 类 比 :十 臣 十 … 十 下 1 一 下 三 4 时 没有 正 整 
数 解 . 下 面 是 欧 拉 的 证 明 , 摘 自 李 文 林 主编 的 (数学 瑰宝 历史 文献 精 
ж). 

定理 :不 可 能 找到 两 个 立方 数 ,使 其 和 或 差 是 立方 数 . 

首先 考察 以 下 事实 :如 果 两 个 立方 数 的 和 不 是 一 个 数 的 立方 ,那么 两 
个 立方 的 差 也 不 是 . 实际 上 ,如 果 十 y = z 是 不 可 能 的 ,那么 x 一 y= 
也 是 不 可 能 的 . 现 2° 一 y = x 是 两 个 立方 的 差 , 故 如 果 一 个 命题 成 立 ， 
另 一 个 同样 成 立 . 因此 ,车 我 们 证 明了 和 或 差 中 一 种 情况 不 成 立 , 就 足以 证 
明 该 定理 ;而 完成 这 个 定理 的 证 明 需 要 一 系列 的 推理 . 

D 我 们 可 以 认为 x 和 y 是 互 素 的 ;因为 车 它们 有 公 因 子 , 则 它们 的 立 
方 和 也 能 被 这 公 因 子 的 立方 整除 . 比如 , 设 z = 2а. Н у = 2b, WERNA 2" + 
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y = 8а? 十 8 镶 ;现在 如 果 这 个 式 子 是 一 个 立方 ,那么 四 十 刀 就 也 是 一 个 立 
方 . 

(2) 既然 和 y 没有 公 因 子 , 那 么 它们 两 个 要 么 同 为 奇数 ,要 么 一 奇 一 
偶 . 在 第 一 种 情况 下 ,= 是 偶数 ,在 另 一 种 情况 是 奇数 . 所 以 ,在 z,y,z 这 三 
个 数 中 ,总 是 有 一 个 是 偶数 , 另 两 个 是 奇数 . 所 以 ,我 们 的 证 明 只 要 考虑 工 和 
y 都 是 奇数 的 情况 就 足够 了 . 这 是 因为 我 们 既 可 以 证 明 对 于 和 的 问题 的 不 
可 能 性 ,也 可 以 证 明 对 于 差 的 问题 的 不 可 能 性 ,而 当 一 个 根 为 负 时 ,和 的 情 
况 就 变 为 差 的 情况 . 


(3) 若 工 和 > 是 奇数 ,显然 它们 的 和 与 它们 的 差 都 是 偶数, 故 设 二 (x 十 


D= pRa) 二 gq, 于 是 我 人 有 二 十 g 及 y = p 一 gq, 所 以 我 们 得 
知 户 和 4 这 两 个 数 中 一 定 有 一 个 为 偶数 ,而 另 一 个 为 奇数 . 我 们 现在 把 (p 十 
Ф) = À MD = у? 相 加 ,得 到 xz? 十 y* = 2р +6pq2 = 20р? 4-34), 
故 只 需要 证 明 积 20р? + 34%) 不 可 能 是 立方 数 . 又 如 果 将 此 证 明 用 于 差 的 
情况 , 则 我 人 有 À 一 y = 6р4 4-24" = 2g(g +3p'),#HE р д 互 换 就 得 
到 完全 一 样 的 表达 式 . 所 以 只 要 证 明 表 达 式 2p(p + Зд?) 不 可 能 为 立方 数 
就 够 了 . 由 此 必 有 结论 :和 与 差 都 不 能 是 立方 数 . 

(4) 车 2p(p? 4-34) 是 一 个 立方 数 ,那么 它 应 该 是 一 个 偶数 ,于 是 它 可 
以 被 8 除 . 所 以 ,此 式 的 八 分 之 一 即 十 pC 二 39) 就 一 定 是 整数 . 我 们 知道 ， 
ьа 一 个 是 偶数 , 另 一 个 是 奇数 , 故 产 十 39: 一 定 是 一 奇数 , 它 不 能 被 4 整 


除 ,所 以 4 整除 р. KNE 一 定 是 整数 . 


(5) таро" +34) 为 立方 数 , 它 的 每 个 因子 ,除非 有 公 因 子 , 就 
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一 定 分 别 都 是 立方 数 . 因为 如 果 两 个 互 素 的 因子 的 积 是 立方 数 ,那么 每 个 
因子 一 定 是 立方 数 . 如 果 两 个 因子 有 公 因 子 , 则 情况 就 不 同 了 ,需要 特殊 考 
Ж. 故 问题 是 要 知道 因子 p 和 pr 十 3q* 是 否 无 公 因子 . 为 了 判断 此 事 就 一 定 
要 考虑 到 ,如 果 这 些 因 子 有 公 因 子 , 那 么 产 和 户 十 39 将 有 相同 的 公 因子 ; 
它们 的 差 , 即 3g 将 有 与 p° 有 相同 的 公 因 子 . A p tiq ERA p 1; 34 
除了 3 以 外 不 会 有 别 的 公 因 子 , 这 就 是 р 可 被 3 整除 时 的 情况 . 

(6) 现在 有 两 种 情况 要 考察 :一 种 是 p 和 pp? 十 3g 没有 公 因子 ,这 总 是 
发 生 在 p 不 能 被 3 整除 时 ; 另 一 种 情况 是 当 这 些 因 子 有 公 因 子 , 即 当 p 可 被 
3 整除 时 (因为 此 时 这 两 个 数 都 能 被 3 整除 ). 我 们 必须 仔细 地 区 分 这 两 种 情 
况 , 因 为 每 种 情况 都 需要 特别 的 证 明 . 

第 一 种 情况 : 设 不 能 被 3 除 , 则 两 个 因子 太 Т р? 十 3 互 素 , 所 以 它 
们 必须 是 立方 数 . 为 了 使 产 十 39: 为 立方 数 ,就 象 我 们 以 前 所 见 的 ,只 需 设 户 
+q V73 = (t +u /—3y:,Kk p—q V73 = (t—u /—3y: 8 p= n — 
9ш? = 102 — 9u?) , Жа = Зи — Зи? = 3u( —и?). |А q IER R и Я 
ERR ИТ е ER EN  — и? 将 是 偶数 . 

在 把 P +3q' {ЕЗ зу. ЭТ. HRE p = t — 9u) = tt + 3u) (t — Зи) 
Шу ЖОК 2 为 一 立方 数 , 所 以 2p 也 应 是 立方 数 , 即 要 求 式 子 24(/ + 
Зи) а —3и) 是 一 个 立方 . 但 是 必须 注意 到 :是 偶数 , 且 不 能 被 3 整除 ,但 我 们 
已 清楚 地 假设 不 是 这 种 情形 ,所 以 三 个 因子 2t,z 十 3u,t 一 3 是 互 素 的 ,而 且 
每 一 个 都 各 自 为 一 立方 数 . 于 是 ,我 们 若 令 1 十 34 二 f, Rt Зи = f Ri 
HA = 户 十 .所 以 ,车 2 为 立方 数 ,我 们 将 有 两 个 立方 数 育 和 更, 它们 
的 和 为 一 立方 数 ,并 且 它 们 显然 要 比 最 初 假设 的 zx? 和 y 小 得 多 . 事实 上 ， 
因 我 们 开始 已 设 = р-у = p—q.b.q 又 是 由 字母 1,u 决 定 的 ,所 以 x 
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Жу Ње и 大 得 多 . 

于 是 ,如 果 较 大 的 数 中 可 以 找到 我 们 要 求 的 这 样 两 个 立方 数 , 则 我 们 
也 会 在 小 得 多 的 数 中 找到 两 个 立方 数 ,它们 的 和 为 一 立方 数 . 用 同样 的 方 
法 ,我 们 总 会 得 到 更 小 的 立方 数 . 现在 已 非常 明确 的 是 在 较 小 的 数 当中 没 
有 这 样 的 立方 数 . 这 一 结论 也 将 在 第 二 种 情况 中 得 到 证 实 . 

第 二 种 情况 :现在 让 我 们 假设 可 被 3 整除 ,而 g 不 能 ,并 设 p= 3r, 表 
BREI rO 十 30 R rO 十 FF), 这 两 个 因 于 是 互 素 的 ,这 是 因 
H 3r + 既 不 能 被 2 也 不 能 被 3 整除 ,而 ”一定 也 像 9 一 样 是 偶数 ,于 是 这 
两 个 因子 一 定 都 是 立方 数 . 

现在 我 们 用 前 面 的 方法 变换 第 二 个 因子 3 十 中 或 人 十 3 天 ,得 到 9 一 
(бё — 9), r Зиё 一). 必须 注意 的 是 , 因 g 是 奇数 , 故 1 必 同样 为 奇数 ， 
因而 w 必定 为 侦 数 . 

Mr REIR RERAN E RININ W u — e) 
= ut +D и) 为 一 立方 数 , 且 因 这 三 个 因子 互 素 , 故 每 个 必定 都 是 立 
方 数 . 于 是 设 1 十 4 = fa — u= q'a fi 2и = 扩 一 .也 就 是 说 ,车 24 
为 立方 数 , 则 一 gi 一 定 为 立方 数 . 所 以 我 们 将 会 有 两 个 立方 数 挛 和 玫 , 它 
们 比 先前 的 其 差 为 立方 数 的 数 小 的 多 . 因为 为 了 得 到 P. = Аэ + „ШР 
两 个 立方 数 之 和 的 立方 数 ,我 们 只 须 令 fa = h. 这 样 ,前 面 说 的 结论 就 
被 完全 证 明了 ,这 是 因为 我 们 不 能 在 较 大 的 数 中 找到 两 个 立方 数 ,其 和 或 
差 为 立方 数 ,而 这 又 依据 前 面 的 考察 过 的 结论 * 在 较 小 的 数 中 找 不 到 这 样 
的 立方 和 ”得 来 的 . 

欧 拉 给 出 证 明之 后 ,高 斯 给 出 了 一 个 严格 的 证 明 . 欧 拉 虽 然 用 的 是 递 
МЕЗ АЯШАТ а 十 如 可 分 解 因 式 . 地 十 花 十 … 十 堆 ， 是 不 可 以 分 解 因 趟 
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的 , 当 k 三 4 时 ,这 是 欧 拉 这 个 类 比 不 成 立 的 一 个 关键 原因 . 


先 讨论 & = 4 的 情形 . 为 方便 起 见 ,方程 改写 为 zi 十 对 十 二 y's 
xı < туло < т,лу< m,m € N. 

根据 前 面 讨论 过 的 排列 组 合 有 : 

(1,1,1) 

(2,1,1) (2,1,2) (2,2,2) 

(3,1,1) (3,1,2) (3,2,2) (3,3,1) (3,3,2) (3,3,3) 


= 2 Tim + Dem + k — 2) 4} Um = тот D. 


由 Co = Hymn + Dem + k — D 49 Con = тот + D Om + 2). 


gO) =y —1' — 1! —1' = 0, 


во +1) = б = — t —1 


аа ek Ws he 
= 4уї +6yi + 4y +1. 
4yi < 4уї + буї + 4у + 1 < 15у]. 


量子 解 满足 以 下 关系 : 
1 1 LARA 1 1 1 
лу] za TI > 15у” Ж” > ау FD > 15у” 


(у) =у}—1'—1'—1' =0,1< >» <У/3х1, 
gy) =у}—1'—1'—1' = 0,2 < y, < 8 x 2, 
д0) =й—2'—2'—1' =0,2<px <fix2, 
gG) =й—27—2'—2' =0,2<y <3 х2, 


ga) = Я—3*—1*—1* = 0,3<»< 03 х3. 


论 不 定 方程 
gly) = yl —3'—2' —1' = 0,3<»<У/3 х3, 
gn) = }—3'—2'—2' = 0,3< у, </3х3, 
gG) = у} —3'—3'—1' = 0,3< y, </3 х3, 
gG) = у}—3'—3'—2' = 0,3< у, <43 х3, 


g(0) = yk —3* —3' —3' = 0,3 < уь < V3 х3, 


кы 


E 
> Теб FDT? 22 15у] 
GatD yl 
> [lx 1 +3х2 н +6х4 Lp. LE х=] 
Бу? т 
х хах L2x3x21 +3X4X2 + tmx (m+ 
15 137 2 r 2 3 
1 
1) x] 
1 СО 
сах ха аа а. 


1 a L o ee 31 
ҮҮ ЖЫЙ aap” ЫА ар. Sa ЖАШЫЛ”, 


1 
> —— Ima, 
зо 37 
Cm cm 


Si 
A И 


1 1 уу тбт41) 1 
їх 12 +39 +6х 3:4" 21 х] 


1 1 


去 十 2X3X 南 十 3X4X 南 二 十 mX (m 十 1) 


1 
x 2[1X2x 


š |= 
ANa 


第 七 章 。” 关于 不 定 方程 的 新 理论 


= Маън) 


1 1 кА, 1 БОРЕ 
атая жаз ; 
1 3 

<glnm +. 


1 


ENBEI Дн, 


жүүт < Inm+1, 
3 т 


л? 
1+5 <3. 


Ў z, <m, z: 过 myzs 近 meEN 时 的 量子 解数 为 NOn) ,我 们 容易 
得 到 lim Мот) —+ оо. 


可 以 更 进一步 证 明 量子 解数 的 渐 近 公式 为 NOn) 一 其 中 


系数 由 下 式 确定 : 
а = lim >, > | 


п+‹ ke iy 


或 a = | | — anan. 
oto (1421 +21)" 


а 满足 下 式 1 > a > ур 这 里 主要 讨论 分 布 规律 ,量子 解数 公式 的 


系数 就 不 多 讨论 了 . 
根据 推论 2 知 , 不 定 方程 二 十 好 十 于 二 zz 在 zz ,zs ола 不 超过 足够 大 


正 整 数 m 时 的 分 布 规律 为 N От) 一 Ta nm: 


下 面 讨论 四 个 未 知 数 的 更 一 般 的 情形 .x 十 如 十 = уп > 
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5,n€ N. 
вол) = уїй—1°—1",у = 73 >1, 
в(у) = у} — 2" — 1" — 1" = 0,y; > 2, 
gly) = у — 2" — 2" — 1" = 0, > 2, 
бу) = у — 2" —2* —2" = 0, у, > 2, 
go) = y; — 3" — 1" — 1" = 0,55 > 3, 
gly) = ур — 3" — 2" — 1" = 0,56 > 3, 
gyn) = у! — 3" — 2" — 2" = 0, у > 3, 
gy) = ур — 3" — 3" — 1" = 0,y 23, 
gly) = y — 3" — 3" — 2" = 0,у, > 3, 
(yo) = yb — 3" — 3" — 3" = 0,ую > 3, 
во +1) = (y +D 1" 1" —1" 
= (и +D" -yi +r 1" 
= (у +10)". 


BAO +D > пут АРН УУ Ty TT T: 


а 


1 1 
EaD or 


= ny: 


1 


1 1 
< OX tX tX eea Жога 
1 eh 

be E ar sh а 


Dd кул. 
hy 
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Tap) 1 ЕИ к 1 ТЕЕ 
=n l ta +g + tat +1+ tga + += f 
ы 
1 e m) т 
< $ tP inr 0125) 


паа + ri = y 的 量子 解数 二 TÈ < 0.34. 不 定 方程 没有 


正 整 数 解 是 很 自然 的 . 数学 家 利用 计算 机 寻找 解 ,发 现 y 二 10° 没有 正 整数 
解 .下面 对 所 有 n > 5 RREN zt + z + z! = y" 的 量子 解数 . 

这 里 需要 作出 一 个 简单 的 变换 . 

вол) =м—1"—1"—1",у, = 931, 

gin + 1)" – 1" 1" = (у +" —3> 2" —3. 

Wn = 5 的 量子 解数 为 S; ， 

їй п = 6 的 量子 解数 为 5;， 


记 交 一人 的 量子 解数 为 St- 


n 
DS = 5; +S, + +S,. 


7—5 


5 < экз ti + дет ++ ЕР yh el 
Ен" е а g >S). ВЧ 


ERF: 
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1 
2 


š 


‚т Г Reynap ЕА 
a 


к а 1 
Seso ар 0), 


1 1 


1 
S < жт +3 


Па 
а ан а): 


‚ 
i Кш 1 
i 5 < (+ Бргә 


1, 201% 
= хан) <0.4. 


п 2580, КА ri +H 4-27 = у" 的 量子 解数 之 和 小 于 0.4, 不 定 方 
921 +27 + z! = y 没有 一 组 解 是 很 正常 的 . 

对 于 不 定 方程 志 十 难 十 奴 一 交 三 5 时 ,一 定 存在 一 正 整数 M, > 
M 时 ,不 定 方程 无 解 . 至 于 这 个 М, 可 能 是 5, 也 可 能 不 是 5, 但 这 并 不 很 重 
要 . 欧 拉 的 想法 是 深刻 的 ,从 本 质 上 而 言 也 是 正确 的 . 

下 面 来 讨论 一 般 形 式 的 欧 拉 和 猜想 : 厂 十 地 十 … 十 礁 ， 一 y. 

дуунд ËJ < т.т € N. 

Ж = ++: +10 = kl, <y < ##—1х1, 


ж =2 ++ +1,2<y < #—1х2, 


根据 前 面 的 排列 组 合 知识 有 : 


Un = qmm +1) (m +k — 2) ,得 


ы 
=D 


Us, = m(m+ 1) (m+k— 3). 


=u 
(k— 2)! 


т = 1.Оал = 1. 
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т = 2,Uu vz = k—1. 


m= 3 Uun = Е, 


m= Uun = DEED, 


Cia = тт + 1)…(m 十 上 一 1) ,得 


Caim = gg n+ Deem + k — 2). 


Сарт 


量子 解数 为 > КОКТО] ТОКЕ] 


„Вау szart tea BJS m,m Є МЕЙ 
量子 解数 . 
в +0) = (y, + D — y 
= Суб + Ciy + Gy ee +C +6 
二 (CGI 二 GE 十 G 十 … 十 CI 十 Co 
<2уғ. 
显然 g(y + 1) = (y, +D у > Су! = ky 
Capa Can 


Теғ < эуе BF 


1 1 (k— Dk 1 
es 21 Xm 


m(m + 1)--- т 4-6 — 3) 
(Е 291 хт 


a 2 006—2) +2х3х -- -хе-0хат+зха 


T E e а УТЕ кыса БЕ; 
XX авт топ оп 23) X-T] ср уура" 
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Сат 


1 Cana 1 
У Te TD1> 22 зун 
1 Фрау 1 е 
ас ia (ат ра X зт + 5 
т(т + 1) т 十 上 一 3) 1 
(6—2)! х т] 


> ЭШЕ ЫТ" х2х++х(#—2)+2х3х++х(#—1) 


хат +3х4х ХЕ Хит + Ето 100-0 6—3) х] 


— In» 
PYE- 


可 以 证 明 жї Hai Hee Hata = yok > 4 WATR Мол) 一 


ra oy тт, Ж! а, 的 确定 类 似 a4 ,只 不 过 求 k 一 2 重 积分 而 已 . 由 推论 2 
知 方程 的 解数 为 : 


к= DI 


№) ~ ER a 
FREH itait tak = дїп >k NERA ARA. 一 
定 存在 一 正 整数 M,n > MIN. ASE yE i Haitta = тї WA f 
读者 可 以 仿照 & = 4 的 一 般 情形 得 到 这 
下 面 来 讨论 欧 拉 的 另 一 个 猜想 . 
ap at a n = 


一 结论 . 


次 ,三 4, 欧 拉 认 为 方程 一 定 有 解 ,% 一 2 时 ,不 定 
方程 有 参数 解 ,n 二 3. 有 3 + 4° 


= 6". п = 4, #9] 1911 46.13 
诺 里 找到 第 一 组 解 . 下 面 来 讨论 这 一 问题 


Ж =+ +e 


k,1<y Kik xl, 
ж =2+1*+++1°,2<»<ЎЕх?2, 
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Un = 1 Отун" Dom +k — 2), 
G = ыо тА 2), 

т = lUn = 1, 

m = 2,0 =k, 

кил At, 

я = аи = Kk D+, 


量子 解数 为 2 Ta rT Ti Ta зәл, ËJ < m.m Є МЕРЕ 


子 解数 . 
g(y + 1) = (у,+1)*—у! 
= Суг! + Су Су ee +CF'y + Ct 
«+С +С e+ Dy 


=. 
显然 g(y, +1) = (y, + 1)*— у} > Су! = kyt. 
y moim < 2 ph 
< аш, х-и а А 
х=] 
= рухах "Хх G— D +2x3x хаха +3х4х 


XX +D X ч 十 …… 十 到 (加 十 1)…(m Е 2х-1-]- щт 


Cim 1 с 1 
X TO FDI? 27 йун 
1 ые 4 十 1) 2 @ ея 
> я урт! + k x 2 十 2! х зет + + 
тт+1--(т+Ё—2›,_1 ] 
=D! m 
1 1 
= 2—0 X22X Xk—1)+2X3 Xk Xz +3 
Pr Ута 111 х х )+2X3." ХЕХ арт +3 X 


AXX kX (EHD хт топ от + k— 2 X — 


> 

可 以 证 明 量子 解数 的 浙 近 公式 为 NCm) ~ Pim b 的 计算 类 似 于 cx. 由 
HE 2 NL r + Ë + ==: + zÉ = у 的 解数 的 分 布 规律 为 : 

Мот) ~ йт. 


4 一 2 时 ,在 第 三 章 已 经 证 明了 它 的 分 布 规律 ,用 新 的 数学 理论 导出 的 
分 布 规律 与 现 有 的 数学 理论 得 到 的 结果 一 致 . 

IPREN лі 4а 3 4-а = 并 ,直到 1965 年 , 兰 德 (Lander) 和 
帕 金 (Parkin) 找到 了 一 组 解 . 离 欧 拉 作 出 猜想 已 是 一 百 多 年 了 . 

27° +845 + 110° + 1335 = 1445. 

МР xi +z; + z3 = 式 ,1988 年 ,哈佛 大 学 父 尔 斯 基 (Elkies) 利用 椭圆 
曲线 理论 证 明了 方程 有 无 限 组 解 . 

2682440! +- 15365639* + 18796760' = 206156734. 

对 于 不 定 方程 世 十 薄 十 节 十 邓 十 并 一 并 ,为 什么 还 没有 找到 它 的 解 ， 
在 第 九 章 将 会 作出 回答 . 
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第 八 章 ”不 定 方程 的 有 理 数 解 


我 们 已 经 讨论 了 不 定 方程 的 整数 解 ,在 这 一 章 里 我 们 将 探讨 不 定 方程 
的 有 理 数 解 ,了 解 不 定 方程 的 整数 解 与 有 理 数 解 的 深刻 联系 和 区 别 . 一 个 
不 定 方程 是 有 无 限 组 有 理 数 解 还 是 有 有 限 组 有 理 数 解 ?我 们 可 以 这 样 直 接 
地 提出 问题 . 是 什么 深刻 地 决定 着 或 支配 着 不 定 方程 有 理 数 解 的 有 限 或 无 
限 呢 ? 


一 \ 不 定 方程 的 有 理 数 解 


一 个 不 定 方程 的 有 理 数 解 ,分 为 三 种 情况 : 

(1) 所 有 未 知 数 的 解 都 是 整数 . 

(2) 所 有 未 知 数 的 解 一 部 分 是 整数 ,一 部 分 是 分 数 . 
(3) 所 有 未 知 数 的 解 都 是 分 数 . 

例如 8z? 十 y= 22° +1, 

所 有 未 知 数 的 解 都 是 整数 :z = 1,y = 1,z = 2. 


所 有 未 知 数 的 解 一 部 分 是 整数 ,一 部 分 是 分 数 :z 一 +° =7,z= 5. 


所 有 未 知 数 的 解 都 是 分 数 :z = ,> 一 二 ,= 一 三. 
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1. 不 定 方程 г = 27 一 1 的 有 理 数 解 


我 们 在 第 二 章 讨论 了 不 定 方程 = 2y 一 1, 找 到 了 它 的 整数 的 参数 解 
及 分 布 规律 ,下 面 来 讨论 它 的 有 理 数 解 . y 为 整数 ,x 显然 不 能 为 分 数 ,z 为 
整数 ,> 显然 也 不 能 为 分 数 . 所 以 х,у 只 能 同时 为 分 数 . 

х= PA= k fx Cy = f x #—/° x 1, R#f f ER h° 


才能 成 立 ,同样 地 ,h? X c =k XE) — h X 1, R# h° Ж f° АЁ 


成 立 ,我 们 知道 / Жїл HR. 不 失 一 般 性 , 设 工 一 F = f с" = 2p 
-HRIH e + f° = 2g. 

我 们 在 第 三 章 已 经 找到 了 不 定 方程 zf 十 zz = 2x3 的 非 平凡 正 整数 解 
的 参数 解 zy = а +b x: = а +2ab 6,2 = | b +2ab—a? |,(а,Ь) = 
1,а > bab 一 奇 一 偶 . 

这 样 我 们 有 不 定 方程 z* = 2y 一 1 的 有 理 数 解 : 


1 2424 —a _ а +6 
харора 0! 


+2—Ё _ a b 
а а "У TER 2ab — at" 


х=+% 


分 数 的 参数 解 中 的 a 和 5, 满足 (a,5) = 1,a > baa ,b— y lB. a € М, 
b € N, + 2ab — a° Z 1. 
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2. 不 定 方程 x' +y = 2 十 1 的 有 理 数 解 (x Az y Z+ z) 

根据 前 面 的 理论 ,zx' Hy = 27 13 y Atr RAA RAER 
解 , 它 是 不 是 只 有 有 限 组 有 理 数 解 呢 ? 由 于 吧 6 = u +u! 有 无 限 组 非 平 
凡 正 整数 解 ,我 人 有 т = Sy = 也,z = ©, 显然 有 无 数组 有 理 数 解 .下面 


是 它 的 一 组 有 理 数 解 : 


3. REHE хну = 2 Hl 的 有 理 数 解 (x Az y Z+ z) 


根据 前 面 的 结果 ,x 十 y = < Hla Z+ z,y Ar 只 有 限 组 正 整数 
解 , 它 是 有 无 限 组 有 理 数 解 ,还 是 有 限 组 有 理 数 解 呢 ? 


йх=р›у= у z= ©, Оке)? + (dae) = ( fac) + lace)", 


这 个 不 定 方程 只 有 有 限 组 非 平凡 整整 数 解 ,所 以 十 y = laer, 
у 隆 士 x 只 有 有 限 组 有 理 数 解 . 


4. ЖЕЉЕ ону = 2 十 1 的 有 理 数 解 (x г.у Z+ z) 


我 们 在 第 三 章 已 经 讨论 了 不 定 方程 x 十 y = = 十 1 的 整数 解 . 
ЖАВ T Бу = u? + 的 参数 解 : 

r=| +i —a’ — 2i + 2ab | ,y = | č +a — b? — 2ac + 2ab |. 
ш = | (а? +P + )+2(a+bc |,ъ = | с – (a +i) |. 
HFC + — а? — 2с + 2ab)2 + Сс +a? — b° — 2ac + 2ab)? 

= (2ac 26 —a — P — 2) ++ (‹®—а%*—Ь)?, 

RERET Hy = 2 十 1 的 部 分 有 理 数 解 为 : 
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ЖЕ [2 + P — a? — 2с + 2ab 
| Са +0 + )+2(a+b)c |" 
p lË Ба 0 — 2ac +24 
у [ба + +O) + 20а +С |” 
"a |o — (а +i) | 
| 一 (@ +P с) + 2(a+b)c |` 


у = 1а 102,00 Ct = dl: = 


1. 不 定 方程 也 十 交 一 习 十 1 有 无 限 组 有 理 数 解 ,而 且 可 以 求 出 它 的 参数 解 . 


二 ,不 定 方程 的 有 理 数 的 解数 及 解数 分 布 规律 


由 于 不 定 方程 的 有 理 数 的 求解 可 以 转化 为 求 不 定 方程 的 整数 解 ,所 以 
不 定 方程 的 整数 解 的 解数 可 以 用 来 定义 不 定 方程 的 有 理 数 的 解数 . 由 于 不 
定 方程 的 整数 解 无 限时 存在 分 布 规律 ,同样 地 , 有 理 数 的 解数 也 存在 分 布 
规律 . 
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第 九 章 ”计算 机 在 不 定 方程 中 的 作用 
及 其 局 限 性 


如 果 不 定 方程 没有 参数 解 ,我 们 求 它 的 解 需要 借助 计算 机 . 在 计算 机 
发 明之 后 ,我 们 明白 人 类 的 计算 能 力 远 非 计算 机 的 对 手 . 计算 机 是 解 方程 
的 最 有 力 的 工具 . 我 们 也 将 看 到 ,计算 机 在 解 不 定 方程 时 , 它 的 计算 能 力也 
非常 有 限 . 


一 、 计 算 机 在 不 定 方程 求解 中 的 作用 


zitti =b 

95800! + 217519* + 414560! = 422481'. 

计算 机 花 了 一 百 多 个 小 时 找到 了 这 样 一 组 解 , 如 果 用 人 工 的 方法 找到 
这 样 一 组 解 ,一 百年 的 时 间 都 不 够 . 由 此 可 见 计算 机 在 解 不 定 方程 的 作用 
是 非常 大 的 . 


二 、 计 算 机 在 不 定 方程 求解 中 的 局 限 性 


Жї Hattas tai + 25 = 并 ,根据 前 面 的 结果 有 NOD ~ S а” 
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取 cs = 2 作 近 似 计算 ,NGm) ~ lnm. 取 Мот) = 1.1 ~ ту!пт. т ~ 


е? az1.8 X 10”. JA 1 #|1.8х 10” 一 数 中 任 取 五 个 数 的 组 合约 为 1. 57 < 
10, 假设 计算 机 运算 速度 为 每 秒 一 千 万 亿 次 ,完成 上 述 组 合 需 时 1.57 х 
10 秒 , 约 4. 98 x 10™ 年 . 

根据 物理 学 和 天 文学 最 新 的 研究 结果 ,我 们 的 宇宙 诞生 至 今 也 不 过 约 
137 亿 年 而 已 . 

аї Ба + zŠ +Ë + zŠ = 好 ,如 果 方 程 得 第 一 组 解 zs 接近 1. 8 x 10” 
或 超过 它 , 那 么 ,计算 机 搜寻 到 解 是 不 可 能 的 . 

新 的 数学 理论 表明 тї + z + z + zÉ + zŠ = zü j = 2у°—1ЖҖЖН 
似 的 分 布 规律 ,只 是 系数 不 同 而 已 . лї + z; +z + z1 + zŠ = zà f z” = 2y° 


一 1 的 分 布 规律 分 别 为 NGn) ~ lnm, NOn) ~ 但 系 


1 
axal ma 
数 的 大 小 ,对 于 计算 机 找到 解 有 着 决定 性 的 影响 . 


三 ,计算 机 对 数学 问题 的 一 个 检验 
Z = 2y 一 1 有 无 数 个 解 ,对 任何 实数 9,0 一 0 < 2, 不 定 方程 [x"] = 


2[y"] 一 1 都 有 无 限 组 解 ?20 < 0 < 1 容易 证 明 方程 有 无 限 组 正 整数 解 . 
0 = 1.5,[2"°%]= 26у" ] 一 1. 方 程 的 前 几 组 解 为 :zi = 1,y == 1522 = 


9,y = 6;z; = 22,у; = 14;z, = 46,y, = 29;т; = 84,у; = 53. 
计算 机 可 以 找 出 一 系列 的 解 ,为 数学 理论 提供 直观 的 感知 . 
0 二 2.5,[x*] 二 2[y* J] 一 1,zi = 1,у = 1 为 方程 的 第 一 组 解 . 计算 
机 可 以 去 找 它 的 解 ,会 不 会 找到 第 二 组 解 呢 ? 
方程 [x"'] = 2y — 1 的 部 分 zy 整数 解 : 
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x 为 1.6457,13032,23912,40844,10756747,22272343,32046122, 
55450194,67866238,90442610,99141289. 

相应 的 > 为 1,6,7,8,9,14,36,39,44,46,49,50. 

两 个 未 知 数 的 方程 ,对 于 计算 机 而 言 ,是 最 方便 搜寻 解 ,以 及 验证 一 些 
分 布 规律 . 

[z] + [y] = [z] ,6 为 实数 ,g > 3, 对 任 一 确定 的 9, 方程 只 有 有 限 组 
正 整 数 解 ? 

[z] +[y'] = [x?],0 二 3,0 为 实数 ,对 任 一 确定 的 9, 方程 有 无 限 组 正 
整数 解 ? 

[«хї]+[›?1 = [二 ], 最 小 的 正 整 数 解 是 [113] + [292 J = [30%], 
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第 十 章 。 一 个 不 等 式 与 高 斯 圆 内 整 点 问题 


高 斯 就 圆 内 整数 点 给 出 了 一 个 定理 : 设 半径 为 的 圆 内 整 点 数 为 S(~)， 
500) = т? +O). 对 于 误差 项 ,数学 界 猜测 : 


500) = пе 009,0 = 1. 
许多 数学 家 对 这 个 问题 进行 了 研究 ,一 百 多 年 过 去 了 ,取得 了 一 定 的 


进展 . 1906 年 , 夕 尔 宾 斯 基 (Sierpinski) 证 明了 0 一 2, 现在 最 好 的 结果 为 英 


; sisa де Zisi 
卓 溪 (Mozzochi) 等 得 到 的 0 一 208- H0= 3 22 0. 667 #J0 = 208 ~ 0. 630, 


RO= + = 0.5, 问 题 的 解决 还 有 一 定 的 距离 . 我 们 在 这 一 章 里 ,对 高 期间 


题 进行 巧妙 的 变换 ,将 圆 内 整 点 数 分 为 两 部 分 的 求 和 , 其 中 一 部 分 的 和 满 
足 猜想 ,已 给 出 严格 的 证 明 . 对 于 另外 一 部 分 的 求 和 ,我 们 证 明了 只 要 它 满 
足 泊 松 分 布 ,猜想 成 立 . 需要 明确 地 指出 ,这 里 并 没有 证 明 它 一 定 满足 泊 松 
分 布 . 我 们 将 这 个 求 和 的 问题 与 成 千 上 万 个 类 似 的 求 和 问题 联系 在 一 起 
T. 换 句 话说 ,找到 了 高 斯 问题 的 一 个 等 价 命题 ,而 与 等 价 命题 类 似 的 问题 
数不胜数 . 
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一 、 圆 内 整 点 问题 


车 Lm = Vm 一 十 Vm 一 1 十 Vm 一 2 十 十 Vm 一 ([m] 一 1)* 
十 Vm 一 [mJ 了 ,有 LL = Tm + + Omt). 


HEB f „= 1 Pm +O(mt*°). (A) 


Kn = (Vm — 0 — [Vm — 0 ]) + (Vm — 1: — [Vmr] + 
mE — [mF + + + (ум —(@т= 1—17 一 
[Vm — ([m]— D + Vm mF — [Vm mF). 

猜测 Kn = Y Оті), (B) 


半径 为 m 的 圆 内 整 点 数 为 *(m) ,证 明了 nn) = 401, — Kn) +1. 
先 证 明 与 (B) 有 关 的 三 个 结论 . 


з 


ч 
结论 1 U, «+ +++ ет Дт [mt], 


为 任意 小 的 正 数 ,m > 0, lim Un = 0. 
i E m E yes z 
结论 H V, = Gi + +! + +2! +02", Hep k = m — 
[mt*],e 为 任意 小 的 正 数 ,m > 0, lim V, = 0. 


"ы! 


т"* m' mt 
mk ы TT тумыш ы i + 


r] т 


Ж 
ETEN 


TDP [mi], e 为 任意 小 的 正 数 ， lims, 


=1. 
证 明 :( 一 ) 先 证 明 结论 I. 


m т, т? А. а. 
О. = гар T 
atk- Dx, Е 1) XX3 | kk— DX х4 
тї т? me 
касру +D 
т? 


у бо et + D)e 


tm + 
ee (т – Ст) хе" 


十 … 十 


== X m X (m — 1) X (m — 2)---(m — Ган] + 1) „теб 


Г 


жк ша ы E £ 
аю С л 


由 斯 特 林 (Stirling) 公式 :ml! ~ ( 严 ) Y2rm, lim е" 。 
е „ті 


Ут 5 A 
li 1 
=S /%х(т-®&ю е ат] 
故 lim U,, = 0. 
ши. 


(二 ) 证 明 结论 H. 


V2rm = 1. 
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si А, ОРЕ уе, 
Ун = р) 


т т т? B 
O EFI arD 


wda E nya 
Sp tpp ar 7А 
ma 1 
= лє т 
k+1 
Serpio em 
k+l1—m 


= mtb) + Gn Гай x e" x 


= тї" 二 Гон + Din + 2-=( 


.) 


k+1 
k+1—m 


m + [mt+*])] x kti- 


1-м 
хет 

ПО е 

= 于 Vm 


lim 2 x V2m=m Хе" = 1, 


k+1 <—2m+1 


2m+1 


V2rm(k+1—m) ` /2mmmt** 


故 lim V, =0. 
(三 ) 证 明 结论 Ш. 


Улт 


由 于 lim U,, = 0, lim V„ = 0, lim 5, = 1. 
metoo — тоо 
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对 于 Kn 的 估 值 ,数学 家 证 明了 K, ~ "7. Kn = % HRC). Xt К„ КИН 


值 ,猜测 RGm) = Om?) ,并 对 此 作 了 大 量 的 研究 . 如 果 К, 的 期 望 值 分 布 
满足 泊 松 (Poisson) 分 布 , 那 么 就 得 到 结论 (B). 

与 (B) 类 似 的 问题 有 : 

问题 1:K, 二 V1 一 [WV1]+V2 一 [V2]+V3 一 [V3] 十 … 十 Vm 一 [Vm]， 


К„='у+О‹тї'*)? mEN. 
问题 2:K, —=/2—[/2]+/4—[/4]+/6—[/6]+---+ V2m—[ /2m], 


К. = +Om?*)? m€N. 


Б З.К, = /m'—1' —[ /т*—1° ]+ /m'—2' —[ /т*%—2* ]+ ++ 
Vm —[m]' —[ Vm mF], 

К, =? +O(mt**)? m>0. 

问题 4: 在 闭 区 间 [0,1] 随 机 取 m 个 数 , 则 m 个 数 的 和 为 K,，. 

K.—% HOt)? m€N. 

问题 5: 在 闭 区 间 [ 一 1,0] 随 机 取 m 个 数 , 则 m 4809802 K me 

К„=—'у+О‹отї}*'°©)? m€N. 

问题 6: 在 闭 区 间 [ 一 1,1] 随 机 取 m 个 数 , 则 m 个 数 的 和 为 K,. 


К„=0+00тї*%)? mEN. 
问题 7: 投 掷 硬 币 试验 , 当 试验 次 数 为 台 时 ,出 现 正面 的 次 数 为 Km. 


К, 9-00? m€ N. 


这 样 的 问题 可 以 无 穷 无 尽 ,类 似 这 样 的 问题 需要 联系 起 来 一 起 研究 . 
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投掷 硬币 试验 , 当 试验 次 数 为 m 时 , 出现 正 面 的 次 数 为 Ku Kn 5, 


lim Ке L. K =Z +R (m), Rm) Оті? 可 以 证 明 Кот) = 


m+ m 2 
Om? ,这 已 经 成 为 了 数学 定理 ,这 里 只 加 以 引用 . 
下 面 我 们 来 证 明 问 题 1 的 结论 成 立 . 


(DVIHEH/B+ Hi nt 


用 数学 归纳 法 . 
n=1, 左 边 为 1, 有 边 为 等 ,结论 成 立 . 


设 пате ТАЗЕ Ek EHEN, 
M n=k+1 时 ， 
ММЗ ЛЕТ 2а ЛА VEF, 


由 тесе 得 于 < УЕЕТС/ Е1—УЕЮ. 


由 于 < 二 EFIAFI E), VEFI<Ê +D СИЕТ 
2 


VE) ЕТ +D (VEFTV 3849812 (4 十 DVR 十 МЕ+1 


< RHD VETI+S УЕН. 
当 n=k 十 1 时 ,结论 成 立 . 
Т3 24, 
用 数学 归纳 法 . 
z 一 1 左边 为 1 右边 为 二 ,结论 成 立 , 
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设 一时 结论 成 立 VIHV3HVS 十 … 二 VE ТЕ VE — E. 


当 # 一 4 十 1 B, JI+/2+ Е VEF > k Е EE 


+k+1. 
由 于 kt+I+TVRRTD>2 一 2 所 以 二 VETI> 了 7 生计 让 
ШЕ арти ту X 
жача ЛЕТ Лт ЕЮ. 


MDMA VEFTV HDF). 


WEREMA ER EEEH ЕРТ 2 0 /ETF1—2 VEF. 


M n=k+1 时 ,结论 成 立 . 
«Э. ЕТ) М) Са] 


= 20р -Mat Бн ла), 

下 面 来 证 明 这 个 结论 . 

取 一 个 最 小 的 自然 数 &, 使 Vm 一 & 为 一 个 正 整数 ,m 一 =x ,如 果 m 是 
一 个 平方 数 , 显然 一 0. 由 于 & 是 一 个 最 小 的 自然 数 ,我 们 可 以 得 到 n= 
[m]. # /15—6=3°,з=[ /15], V14 一 5=3?,3=[V14]. 

М1]=1,02]=1,03]=1. 

[/4J=2,L/5J=2,[/6]=2,[/7]=2,[/8J=2. 
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[WY9]=3,[V1i0]=3,[V11]=3,[V12]=3,[V13]=3,[V14]=3,， 
[v15]=3. 

注意 到 有 (22 一 1) 个 1,(3: 一 22) 个 2, (和 一 32) 个 3, 一 般 的 有 (n 十 1)? 
— A n, ПА m—k+1 项 求 和 : 


МП+[21++++[Ут—ЁЕ—1]=1х(2—1)+2х(3#—2#)++++ 


(2 一 1)X[2 一 (一 1)2] 


显然 有 [Vm 一 十 CVm 一 有 十 了 十 … 十 [Vm]==(k 十 Dn. 


1X (2 —1)+2X(3—2)++(n—1)X [n — (n —1)] 


=й E | 
кес йс 


这 里 的 求 和 用 到 公式 +++ =n On). 


这 样 我 们 得 到 ， 
[V/1]J+[/2]+--+[/m—k—1]+[ Ит]. С] 


т +), 


HF т—#=л*=[/т},#=т—[/түї! ,п=[/т]. 代入 上 式 得 
М6]. /m—k—1]+[ Е). Са] 


= 2090-81 и снаа). 


чо [ут шї [m] en [Vm]: +1)[ /m] 


=š Мт HOt, 


下 面 我 们 来 证 明 . 


104| 论 不 定 方 各 


2m ym 2 +m Ут] он уар) 


Sm a 2р Ут) араар Vm 


2 ат 2р та) Мар — =L ym] 3 


3 


= Š m /m — £ [Vm] — m [/mJ + [ /m — 


(Vm—[ mJ])(/m+[ m] _5 ут 
2 6 


(Ут — Мт) X (2m — /m [Vm] — [Vm]: ) + 2[ VmJ) 一 


ai 
3 


тУт р) (Vmt+[Vm])_ 5Vm 
2 6 


=+ (Vm [Vm]: x (2 Ут +[ут1]+?°[Ут1) 一 


Аарона) _5 Vm 
2 6 
=О0ті*). 
注意 到 0<<Vm 一 [Vmj 过 1, 我 们 得 到 上 面 的 结论 . 
由 前 面 的 结果 有 VIT-HVZHVS 十 … 十 v 而 = 羡 m m Ост), ИТНЕ 


明了 问题 1 猜想 的 结果 : 
K,=/J1—[V1]+/2—[/2]+/3—[/3]+---+/m—[ m], 


K.—= Обі). 
就 数学 的 直觉 而 言 ,一 般 都 会 猜想 到 K. 一 他, 我 们 严格 地 证 明了 这 个 


结论 ,也 严格 证 明了 误差 项 与 猜测 的 一 致 . 
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但 一 般 的 问题 呢 ? 
(四 )x(Czm) 一 4(L。 一 K。) 十 1 的 一 个 简单 推导 . 
除 原点 (0,0) 外 , 圆 内 整 点 数 在 第 一 象限 .第 二 象限 .第 三 象限 .第 四 象 
限 的 整 点 数 是 相等 的 . 下 面 仅 考虑 第 一 象限 的 整 点 数 ,z 轴 方向 的 整 点 数 包 
括 在 第 一 象限 ,y 轴 方 向 的 整 点 数 包 括 在 第 二 象限 , 设 第 一 象限 整 点 数 为 


m (m). 


x; Cm y = [ym 01 EV m= 
[Vm Тт]. 

[mj] 表示 m 的 整数 部 分 . [2.3]=2,[2]=[2]. m 为 圆 内 的 半径 . 考虑 
原点 (0,0) 这 个 点 有 : 

m (m) = 4 (Vm F] + [Vm] + [ /m—2* ] 十 … 十 
[Vm —([m]—1: J) +1. 

这 个 公式 是 没有 误差 的 ,但 实际 上 和 希望 用 有 关 m 的 函数 来 直接 表示 
пт) ,这 样 带 来 了 一 个 误差 项 ,高 斯 首先 证 明了 一 个 公式 тот) = пт? + 
От!) ,但 数学 界 猜测 z (m) = am? 十 OCmi**), 这 便 是 高 斯 加 内 整 点 
问题 . 

L, = Vm ZO + VE 二 IT 十 /т = + + Vm Сн] 05 
+ Vm т]. 

K, = ( VE 一 55 — [VED + VE — [m° — 12 J) + 
(m° 22 [т —22 J) С Гн] D —[ Vm —([m]—1)2 J) 
+(/m°—[m]—[ Гә). 


&@Й,т(т)=4(1Ыы„—К„)+1. 


D La = /m'—0 + Ит Т /т#—2# +--. + /m'—([m]—1 
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+ Тн, 
L,— mt 09 +O), 
下 面 来 证 明 这 个 结论 : 
ы x 
œf J1= Zar =. 


+ 1 + 2 
Ë V1 一 己 dz [а V1 一 sin adsina = | кава 一 | 1 соз 44а 
° ° ° ° 


sin2 
-+y — x. 


全 Via 实际 上 是 求 二 个 单位 加 的 面积 , 故 | VI 一 dr 一 至 . 


0222 а /1—а4,0<л<1,0<л»<1,лт, 
==. 

Мааа) 

=y- hti 

= ИП) а F a 

<1-2122. 

2(1—лх)>2 /(1I=zD(1—zp, 

201—2) -a> УП) 0—20) 2—2. 

4 一 2zizz 一 好 一 好 >>2 /(I—zD(1—zb—zi—zi+2. 


4(1 Etay уа а=) +061) 01—23) 


еу =, 
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2 ауу ут, 


这 是 用 代数 方法 证 明 的 ,也 可 用 微 积分 的 性 质 或 圆 的 几何 方法 得 到 这 
一 结论 . 


(3) Lm = VE 一 0 + Vm 1 + /m°—2 十 … 十 /m—([m]—1) 
(с=з; 


T SF re ЖМА ы 
m г ур 1 + Ah Са) t /\ 0) ЕА t 
izey, 1 dy 71. 
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m HIER Ст) =, Ln 共 [m] 项 , ун Го] =0. m 为 小 数 时 ,Lv 
共 [z] 十 1 项 . 


М0 зке 1— CO ‚е рж. 
VIE x AKE 1— С" 8-1 0938360988. 


依次 类 推 . 
当 mm 为 整数 时 ,矩形 个 数 为 [mm] 个 , 当 m 为 小 数 时 和 矩形 个 数 为 [mj 十 1 


+. L: 可 视 为 这 些 矩形 面积 之 和 ,所 有 相 邻 的 矩形 将 个 单位 加 面积 (或 
|А JIZ тах 的 面积 ) 盖 住 还 有 多 的 . 
Жы 
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TRA 1 CO: X E REEE MANEA ТЕО А, ,利用 (2) 的 结 
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面积 为 /1 一 (了 六 二 的 矩形 在 圆 外 部 分 的 面积 为 A:， 
1 Tah Zoi 
А41 6) 11—225; КЭК 
Аа iE idha, 
m m m 
1 >; я ti 
Аа 1 d, Oi 
т 为 正 整 数 时 ,9 一 1,、/1 一 (29)? 一 0, 此 时 ， 
m m 
Ai+As 二 … 二 At 过半 Xx 二 
1 2 И 2 m° 
т ЛУШ ,А+А;+--++Аы<-х-+-‹с,/1— (11у, —оу-1 
Беи ра та 2 т m` 
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Іт ум, 
СЕТТЕН Г.т? Hy —C Vm,C 为 正常 数 . 


面积 为 /1 一 (总 )* x 去 的 算 形 与 贺 缴 有 两 个 交点 ,不 妨 设 这 两 个 交点 


为 M 和 Q ,连接 M 和 Q, 设 MiQ 的 中 心 为 P, ,将 单位 圆 的 圆心 与 Р, 
连接 起 来 交 圆 弧 于 G, 设 MiQ 二 24 ,PIG 一 r, 显 然 ,r 二 1. 由 圆 的 定理 有 
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LJ xX1=rX(2—r),?—2r+Ñ=0,r=1+/l1—H,r<1,Rr=1—/1—8B. 
W MQ 与 圆 弧 所 夹 面积 为 S , 则 S,<—2/! r. 


H 24 
S:>24 Q—VI—R)=24, X i = — 
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— 2-2 
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24 2x24 __4l 
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邻 的 圆 弧 面积 依次 为 S; ,S;,… ,Sim ,mm 为 整数 ,所 有 和 矩形 都 与 圆 弧 有 两 个 


过 >1I+V/1 Be .9< 设 相 


交点 ,m 为 小 数 ,面积 为 \ 1 一 (2-)* X 寺 的 矩形 是 唯一 的 一 个 与 圆 弧 只 有 
一 个 交点 的 矩形 . 


т 为 整数 时 ,矩形 面积 之 和 


8 
Fom 


(Si 十 S: 十 … 十 So)， 
六 为 小 数 时 ,矩形 的 面积 之 和 壹 满足 下 式 ， 


Ln Tl 8 1 "Тәу 
ht /1 


V2 
т Vm 


> 于 + 元 一 (Si+S: 二- ++5ы)—; 


无 论 m 为 整数 还 是 为 小 数 , 下 式 成 立 ， 
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<H +H +H +H). 
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(Vm—2 m 一 3 十 … 十 (Vm 十 1 一 k m 一 十 … 十 (Vm 十 1 一 [mm] 
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Pmr. т 为 整数 时 ,[m]==m， 
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ш >1+{ 3f m>0 都 有 : 
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Dla = 1 m HA Оті 已 经 证 明了 . 如果 К = HOt 
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中 ,显然 有 z) =4(L,—K.)+1=4CLmt HHO) = ят? + 
Ооп). 在 证 明了 La 的 公式 之 后 ,高 斯 圆 内 整 点 问题 已 经 等 价 于 对 К„ 
=% +O”) rh oli R(m) 的 估 值 . 而 RGm) 的 估 值 涉及 许多 类 似 的 问题 ， 


这 表明 圆 内 整 点 问题 并 非 一 个 孤立 的 数学 问题 . 
二 、 圆 内 整 点 问题 的 推广 


类 似 圆 内 整 点 问题 ,有 所 谓 球 内 整 点 问题 . 数学 家 证 明了 : 

0ле 00). 

存在 的 问题 是 9 的 最 小 值 是 不 是 1? 1963 年 ,前 苏联 数学 家 维 诺 格拉 
多 夫 (Vinogradov) 证 明了 =$. 

ORRERA ал? +y 入 中 的 整 点 数 ， 

o= torio 

IRR fEWIPR ал? +by +c? <r 中 的 整 点 数 ， 

нө у ++ 
коі toto 


当然 , 圆 内 整 点 问题 可 以 推广 到 平面 的 任何 用 函数 定义 的 一 个 封闭 区 
域 ,也 可 推广 到 三 维 空间 的 任何 用 函数 定义 的 一 个 封闭 区 域 . 

WKH a 的 正方 形 的 整 点 数 为 <x(a) ,可 以 严格 证 明 : 

х(а)=а*+О‹(а!+*“). 


它 的 误差 项 的 次 数 与 圆 的 不 同 ,一 个 为 1, 一 个 是 二. 
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三 ,代数 问题 与 几何 问题 的 相互 转化 


21+25<т 有 多 少 组 整数 解 ? т2>0. 这 个 问题 等 价 于 半径 为 m 的 圆 
内 有 多 少 组 整 点 . 

аі лат? 有 多 少 组 整数 解 ?3 这 个 问题 等 价 于 半径 为 m 的 球 内 
有 多 少 组 整 点 . 

diHitt etam ,有 多 少 组 整数 解 ? n24 时 ,没有 一 个 直观 
的 几何 问题 与 之 对 应 . 

我 们 利用 微 积分 的 知识 可 以 得 到 п 个 未 知 数 时 有 多 少 组 整数 解 . 

设 个 未 知 数 时 有 S,(m) 组 整数 解 ,那么 ， 


т 1 1 1 
S,(m) ~ "| (1 一 зај (1— ztdz| (1 一 zam f a 
— z)“ dr. 


Газа а ааа а | а аа 
2 : š А { 
беш: 5„Ол) 


= 1. 
n=2,S,(m)—mm°. 与 圆 内 整 点 的 结果 一 致 


n=3,S, (m) ~ fam. 与 球 内 整 点 的 结果 一 致 


n=4,S m~m", л=4,5. (m~ En, 


n=1,S,(m)—2m. хї<©т* ,显然 公式 成 立 . 


